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Vergangener Foliensatz » Wahrscheinlichkeit «:

e Definition und Abschétzung von Wahrscheinlichkeiten, Fehlerbdume, Markov-Ketten.
e Insbesondere Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit

— Fehlernachweis,
— Fehlerbeseitigung und
— Fehlerentstehung.

Diesem Abschnitt » Verteilungen«:

o Zufallsgrofsen mit mehr als zwei Werten,
o wahrscheinlicher Bereiche von Verlisslichkeitskenngrofien,

e insbesondere von geschitzten Zihlwerten und Eintrittswahrscheinlichkeiten.

1 Verteilung

Grundbegriffe

o Zufalliges Ereignis: Ereignis, das weder sicher noch unmoglich ist, sondern mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit eintritt.



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlasslichkeit(TV_H4.pdf.pdf) 2

e Zufallsexperiment: Experiment mit mehreren moglichen Ergebnissen und zufélligem Ausgang .

o Zufallsvariable: Verdnderliche, die ihre Werte in Abhéngigkeit vom Ergebnis eines Zufallsexperi-
ments annimmt.

e Das einfachste Zufallsexperiment ist der Bernoulliversuch. Er hat nur die mégliche Ergebnisse 0
und 1, die Verteilung
P[X=0 =1-p
PIX=1 =p

und dient auch zur Definition der Wahrscheinlichkeit (Gl.3.1).

(4.1)

e Zufallsexperimente mit (sehr) vielen moglichen Ergebnissen werden durch ihre Verteilungsfunktion

beschrieben:
Fx(z) =P[X < 7] (4.2)

Diskrete Verteilung

Die Zufallsvariable X kann nur abzihlbare Werten x; annehmen, z.B.:

T 2 3 4 5 6 7
PX =] =p;i 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(x)=P[X <] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

100% -
80% ]
60% ]
40% -
20% ]

Anwendbar auf Zihlwerte:

e Anzahl der Fehlfunktionen (aufgetretene, erkannte, ...),

e Anzahl der Fehler (entstandene, beseitigte, vermiedene, ...), ...

PX =] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X.
Fx (x) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X.
i Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung x;.

Stetige Verteilungen

Zufallsvariable X ist stetig und hat im Intervall ¢ < X < b unendlich viele Auspragungen. Beschreibbar
auch durch ihre Dichtefunktion:

_ dFx(x)
T dez

fx(x) (4.3)

Auch als Naherung fiir diskrete Verteilungen mit sehr vielen moglichen Werten.

Fx (x) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X.
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
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1.1 Charakteristische Grofen

Erwartungswert

Mittlerer Eintrittswert bei einer grofsen Versuchsanzahl:

30% ;
20%
10%

2 3 4 4 6 7 1

e Diskrete Zufallsvariable:

#x
E[X] :M:Zpi'-ri
1=1
o Stetige Zufallsvariable:
B == [ (@)ado

Tmin

X Zufallsvariable.

T Realisierung (méglichen Wert) ¢ der Zuvallsvariablen X.

#Hx Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
i Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung x;.

Erwartungswert am Beispiel

30% '
20%
10%
2 3 4 pu 6 7 @
i 2 ] 3 4 5 6 7
PIX =ai]=p: | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(z) =P[X <x;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

(4.4) E[X]=p= 37 pi-a

6%-2+10%-34+18%-4+24%-5+28% -6+ 14%-7=5

X Zufallsvariable.

T; Realisierung (moglichen Wert) ¢ der Zuvallsvariablen X.

#x Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
Di Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung ;.

El..], p Erwartungswert.

Varianz, Standardabweichung

30%
20% wahrscheinlicher Bereich
10% Bereich p F o

2 3 4 4 6 7T

(4.4)

(4.5)
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Die Standardabweichung ist ein Maf fiir die Breite des wahrscheinlichen Bereichs. Die Varianz ist mittlere
quadratische Abweichung vom Erwartungswert und das Quadrat der Varianz:

Var [X] = 0® = E [(X — E[X])?] (4.6)
Var [X] =0° = sz , —E[X])? (4.7)
Var[X] = 0% = / @)@ —-E[X])? - do (4.8)
sd [X] =0 = v/ Var [X] (4.9)
Var[...], ¢ Varianz.
sd[...], o Standardabweichung.

Steinerscher Verschiebungssatz
Die Varianz ist gleichfalls die Differenz aus dem Erwartungswert der Quadrate und dem Quadrat des
Erwartungswertes:

Var [X] =E [X°] - E[X]’ (4.10)

Fir diskrete Zufallsvariablen:
Var [X] = % pi - (z:)° —E[X]? (4.11)

Kontrolle durch Nachrechnen:

S (i —EXD? =X pi - (¢f - 2- 2 E[X] + E[X]?)

Zz 1Pi - a -2-E[X]- Zz iz +E[X ] Zz 1Pi
— —
E[X2] E[X] 1

(Gl.4.11) oft handlicher, aber bei kleinen Differenzen grofer Werte numerische Probleme.

#Hx Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
T; Realisierung (méglichen Wert) 4 der Zuvallsvariablen X.
Pi Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung ;.

Varianz am Beispiel

i 2 [ 3 4 5 6 7
PIX =] =pi | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(z)=P[X <ux;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

Erwartungswert: E[X] = u = 5 (siehe Gl. 4.4).

e Varianz nach

(4.7) Var [X] = 0% = 37 p; - (z; — E[X])*
02 =6%-(2—5)°+10%-(3—5)°+...+14% - (7—5)> = 1,96

Varianz nach Verschiebesatz

(4.11) Var [X] = 37 pi - (2:)? — E[X]?
0% =6%-22 +10% - 3% 4+ 18% - 4% + 24% - 5% + 28% - 62 + 14% - 7> — 5% = 1,96,/

Standardabweichung:

c=+/196=14
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Varianzkoeffizient

Oy —

Tl

)
TC
—>
x

)
C

:_

u—en

0 0

p=uz/n

Varianzkoeffizient fiir das Eintreten bzw. Nicht-Eintreten

o =2 zweckmifiges Mass fiir p < n/2
or =%, zweckmifiges Mass fiir p > n/2

(4.12)

Mafe fiir relative Breite wahrscheinlicher Bereich im Verh&ltnis zum Abstand vom Minimum bzw. Maxi-
mum eines Zahlwerts x und auch dessen Eintritts- bzw. Nicht-Eintrittswahrscheinlichkeit (Schitzgenau-
igkeit).

P Eintrittswahrscheinlichkeit, Anzahl der Zadhlversuche.
Oy, OF Varianzkoeffizient fiir das Eintreten bzw. Nichteintreten des Zahlwerts.
W, o Erwartungswert, Standardabweichung.

Erwartungswert einer Datenstichprobe

Wahrscheinlichkeitsmodelle dienen zur Vorhersage kiinftig zu erwartender Haufigkeiten von Datenmerk-
malen. Umgekehrt dienen erhobene Daten zur Kontrolle der Wahrscheinlichkeitsmodelle. Wir werden im
weiteren zwischen Modell und Daten vergleichen:

e Erwartungswert, Varianz und

e Verteilungsparameter.

Fiir eine Datenstichprobe einer Zufallsvariable X
v =(v1,V2,..., V)

ist der im weiteren verwendete Schitzer fiir den Erwartungswert:

1 &
EX]=p=—") v 4.13
X]=h= D (413)
=1
#v Grofe der Datenstichprobe.
v; Wert ¢ der Datenstichprobe.
N Schitzwert.
E[..], p Erwartungswert.

Varianz, Standardabweichung Datenstichprobe
Schéatzer der Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom geschétzten Erwartungswert:

. 21 & 2
Var [X] =67 = e > (i — ) (4.14)

sd [X] = 6 =/ Var [X] (4.15)

Der Divisor ist um eins kleiner als die Anzahl der Datenwerte #wv, d.h Abschéitzungen von Varianz und
Standardabweichung erfordern mindestens eine Datenstichprobe #v > 2.

#v Grofe der Datenstichprobe.
v; Wert ¢ der Datenstichprobe.

Schitzwert.

Var[...], ¢? Varianz.
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1.2 Summen, lineare Transformationen

Summen von Zufallsvariablen

Zufallsgrofle X: #CS
#DS #CS Anzahl Zahlversuche: #DS

¢ Summanden X;: jeder DS
#MFE Eintrittswahrsch. p;: 1 —C

Komplexe Zufallsereignisse lassen sich oft als Summe linearer Transformationen einfacher zu untersuchen-
der Ereignisse beschreiben.

Ein zufdlliger Zahlwert X, z.B. die Anzahl der korrekt ausgefiihrten Service-Leistungen, ist eine Summe
elementarer Z&hlereignisse X;:

X = iXi
i=1

Die Summanden haben die Bernoulli-Verteilungen (vergl. Gl. 4.1):

P[X; =0] =1-—p; Ziahlereignis nicht eingetreten

P[X; =1 =p; Zahlereignis eingetreten (4.16)

Lineare Transformation
Lineare Transformationen sind Multiplikationen und Additionen einer Zufallsvariablen mit reellen Zahlen:
Y=a-X+5b

Die (diskrete) Verteilung ordnet die Wahrscheinlichkeiten der Originalwerte den transformierten Werten
Zu:

Ply = ax +b] = P[z] (4.17)
Der Erwartungswert wird genau wie jeder andere Wert transformiert:
Ela-X+b=a-E[X]+0 (4.18)
Varianz und Standardabweichung sind verschiebungs- und spiegelungsinvariant, d.h. um Quadrat bzw.
Betrag der Skalierung grofser:
Var[a- X +b] = a” - Var [X] (4.19)
sdla- X +b=+/Varfa- X +b] =a-sd[X] (4.20)

Kontrollen durch Nachrechnen folgen spiter als Ubungsaufgaben.

a, b Beliebige reele Zahlen.

Veranschaulichung am Beispiel

40%4 L on 9,
g B — -,
S 2 3. Y .
3 1 -1 y=5-2-z
] Realisierung = von X |1 ]2 7]3]
Realisierung y von Y =5 —-2X | 3 1 -1
PlY =y =P[X = 1] 0,310,502
E[X] = 03-14+05-2+0,3-3=19
Var[X] = 0,3-1°40,5-2°+0,3-3% - 1,9° = 0,49
E[Y] = 03-3405-1402-(-1)=12
Var[Y] = 0,3-3°405-1°+0,2-(-1)> - 1,2° = 1,96
E[Y] = 5-2-E[X]=5-2-1,9=12y
Var[Y] = (=2)®-Var[X]=4-0,49=4-0,5—4-0,1=1,96y/
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Summe von Zufallsvariablen
U0 - WIE - 6D
0 1 0o 1 2 0 1 2 3

Die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen ordnet jedem der moglichen Werte der Summe die Wahr-
scheinlichkeit zu, dass die Summe diesen Wert hat (Faltung):

PX4+Y =0 = P[X=0]-P[Y=0=04-03=0,12
PIX+Y =1 = PX=0-PY=1+P[X=1]-P[Y =0] =042
PIX+Y =2 = PX=0-PY=2+P[X=1]-P[Yy =1]=04
PX+Y =3 = P[X=1-P[Y=2=06-0,1=0,06

Erwartungswert und Varianz

Fir Summen unabhingiger Zufallsvariablen sind Erwartungswert und Varianz gleich der Summe der
Erwartungswerte bzw. Varianzen der Summanden:

EX+Y]=E[X]|+E[Y] (4.21)
Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y] (4.22)
v ol v ]2 ]3] "
P[X =] 40% | 60% 40% -0+ 60% -1 = 0,6
P[Y =] 30% | 60% | 10% 60% -1+ 10%-2=10,8
PlY+Y =] | 12% | 42% | 40% | 6% | 42%-1+40%-2+6%-3=1,4
Var [X] =40% -0+ 60% - 1* — 0,62 =0,24
Var [Y] =60%-1+10% - 22 — 0,82 =0,36
Var[X +Y] =42%-1+40%-2%4+6%-3 —1,4> =0,60
X,Y Zufallsvariablen.
E[...] Erwartungswert von ...
Var|[...] Varianz von ...

Abhingigkeiten

Abhéngigkeit bedeutet, dass die Eintrittswahrscheinlichkeit eines Summanden X vom zuflligen Ergebnis
eines anderen Summanden Y abhéngt. Fiir X,Y € {0, 1} als Zufallsvariablen fiir den Nachweis von zwei
Haftfehlern Fehlern wurden (siehe Abschn. 2.1.5) z.B. folgende mogliche Abhéngigkeiten behandelt:

e impliziter Fehlernachweis: wenn Y =1 dann X = 1 und

e identischer Fehlernachweis Y = X.

Abhéngigkeiten haben keinen Einfluss auf den Erwartungswert und erh6hen die Varianz um die doppelte
Kovarianz*:

Var [X +Y] = Var[X] + Var [Y] + 2- Cov [X, Y] (4.23)
Cov[X,Y]=E[X —-E[X])- (Y —E[Y])] (4.24)

Wir werden Abhingigkeiten zwischen Z&hlwerten statt dessen durch eine aus Daten abschétzbare Vari-
anzvergroferung x beschreiben (siehe spater Abschn. 4.2.1).

Cov[X,Y] Kovarianz der beiden Zuvallsvariablen.

5

Kontrolle durch Nachrechnen folgt spiter als Ubungsaufgabe.
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1.3 Verteilung von Zihlwerten

Verteilung von Zihlwerten

Zufallsgrofle X: #CS
#DS #CS Anzahl Zahlversuche: #DS

¢ , Summanden X;: jeder DS
#ME Eintrittswahrsch. p;: 1—(
Ein zufélliger Zahlwert X, z.B. die Anzahl der korrekt ausgefiihrten Service-Leistungen ldsst sich als

Summe B
X=> X
=1

»potentieller Zahlwerte« X; mit den Bernoulli-Verteilungen

(4.16) PX;=0 =1-p; ZA€‘hlereignis nicht eingetreten
’ PX;=1 =p ZA€hlereignis eingetreten

beschreiben.

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zihlversuch 7 eins ist.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zdhlwert.

Erwartungswert und Varianz der Summanden

(Xi=1 =p

<~

Erwartungswerte der Einzelereignisse:
ElXi|=0-pi) 0+pi-1=p;
Varianzen nach dem Verschiebungssatz:

Var [X;] = (1—p;) - 0° +p; - 1> = p} =p; - (1 — pi)

X; Potentielle Zdhlwerte, Zufallsvariablen mit Wertebereich X; € {0, 1}.

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.

Der Erwartungswert der Summe ist die Summe der Erwartungswerte (Gl. 4.18):
E[X] = pi (4.25)
i=1

Fiir die Varianz wird oft unterstellt, das die zu zdhlenden Ereignisse, wie das Auftreten unterschiedlicher
Fehlfunktionen, nicht voneinander abhingen (Varianz der Summe gleich der Summe der Varianzen der
Summanden, Kovarianz null, Gl. 4.21):

Var [X] = ZP@ ~(1=ps) (4.26)

Abhéngigkeiten werden spater durch die Varianzerhdhung x modelliert (siehe Abschn. 4.2.1).

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.

n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Zahlwert.



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlésslichkeit(TV _H4.pdf.pdf) 9

Berechnung der Verteilung

e Beginne mit der Verteilung von 51 = X; :

]P)[Sl:O]:l*pl
PlSi=1]=m

— Wiederhole fiir ¢ =1 bisn — 1
Berechne Verteilung von S; 11 = X; 411 + 5;:

(1*p¢+1)-(P[SZ‘:O],P[SZ':1],...,P[X7;:’L‘71], 0 )
+pi+1~( 0, P[SrL:O],...,P[Xi:i—Q],P[X¢:i—1])

Beispiel:
pi |[k=0[k=1[k=2[k=3 k=4
P[5, = X1 = K] 30% || 70% | 30%
P[S: = X1 + Xo = k] 50% || 35% | 50% | 15%
P[S3 = X1 + Xo + X3 = K] 40% || 21% | 44% | 29% | 6%
P[Si=X1 + Xo+ X5+ Xy = k]| 10% |[18,9%]41,7%(30,5%| 8,3% | 0,6%
Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.

P; [S;=k] Verteilung der Summe der ersten i Zihlerwerte.

Erwartungswert und Varianz fiir das Beispiel

i 0 1 2 3 4
Di 30% | 50% | 40% | 10%
P[S, =] | 189% | 41,7% | 30,5% | 83% | 0,6%

Erwartungswert der Summe aller n = 4 Summanden:

E[X] =18,9%-0+41,7% -1+ 30,5% -2+ 8,3% - 3+ 0,6% -4 = 1,3

Als Summe aller p; nach Gl. 4.25 ist die Berechung kiirzer:

E [X] = 30% + 50% + 40% + 10% = 1,3

Die Varianz betragt nach dem Verschiebungssatz Gl. 4.10:
18,9% - 0% +41,7% - 12 + 30,5% - 22 + 8,3% - 32 + 0,6% - 42> — 1,32 = 0,79

Vereinfachte Berechnung nach Gl. 4.26:

Var [X] =0,3-0,7+0,5-0,540,4-0,6 +0,1-0,9 = 0,79

Beispiel einer Zdhlverteilung

Das nachfolgende S#iulendiagramm zeigt eine mit Matlab schrittweise berechnete Z&hlverteilung. Die
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zihlereignisse siehe Kasten im Bild. Erwartungswert und Varianz fiir
alle 30 Summanden betragen E [X] = 7,05, 1/ Var [X] = 2,19:
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p; fiir i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488
10,1392 0,2734 0,4788

10,4824 0,0788 0,4853
-] 0,4786 0,2427 0,4001

10,0709 0,2109 0,4579
-] 0,3961 0,4797 0,3279

| 0,0179 0,4246 0,4670
-] 0,3394 0,3789 0,3716

10,1961 0.3277 0,0856

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

1.4 Messfehler

Gemessener Wert und Messfehler

Die Summenbeziehungen fiir Zufallsgrofen sind auch fiir andere Aufgabenstellung aus dem Bereich Test
und Verlasslichkeit niitzlich.

In der Messtechnik gilt fiir jeden gemessenen Wert:
X=X+ Xr (4.27)

Alle drei Grofen haben einen Erwartungswert und eine Varianz. Mit Messwert und Messfehler als unab-
hingige Zufallsvariablen gilt:

E[Xu] = E[X] + E[X§] (4.28)
Var [Xy| = Var [X] 4 Var [XF] (4.29)
e E[XF] — Erwartungswert, systematischer Messfehler

e sd [XF] = y/Var [XF| — Standardabweichung, zufélliger Messfehler.

Xm Zufallsvariable gemessener Wert.
X Zufallsvariable zu messender Wert.
Xr Zufallsvariable Messfehler.

E[...] Erwartungswert von ...

Var[...] Varianz von ...

Beispiel 4.1 Messfehler

Der gemessene Wert Ry einer Widerstands-Charge ist im Mittel 1010 2 und hat eine Standardabweichung
von 11,18 Q2. Die Messung habe einen systematischen Fehler Rp von 122 und eine Standardabweichung
von 5 (2.

E [Ry] = 10109, sd [Ry] = 11,18 Q, E [Ry] = 120 und sd [Ry] = 5.

Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat der zu messende Wert?
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(4.28) E[XMm] = E[X] + E [XF]
(4.29) Var [Xy| = Var [X] + Var [XF]

(4.9) sd [X] =0 = /Var [X]

Die Zufallsvariable in der Aufgabe ist R statt X und gesucht sind Erwartungswert und Standard-
abweichung des tatsdchlichen Wertes:

E[R] = E[Ru]-E[Rr]=1010Q—-12Q =998 Q
Var[R] = Var[Rum]— Var[Rr] = (11,18 Q)* — (5Q)* =100 Q*
sd[R] = 10Q

Der (tatsdchliche) Messwert hat eine kleinere Standardabweichung als der gemessene Wert.

Rm Gemessener Widerstandswert.

Ry Messfehler des Widerstandswertes.
E[...] Erwartungswert von ...

Var|[...] Varianz von ...

sd[...] Standardabweichung von ...

R Zu messender Widerstandswert.
Zusammenfassung

Zufallsvariable und Verteilung

Die Verteilungsfunktion Fx(z) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Zufallsvariable X maximal den
Wert z hat:

(4.2) Fx(z) =P[X < x]

Eine diskrete Zufallsgrofe kann nur Werte z; annehmen. Die Verteilung P[X = z;] ordnet jedem der
moglichen Werte eine Wahrscheinlichkeit p; zu.

Eine stetige Verteilung hat im Intervall zp;; < X < xp., unendlich viele Ausprigungen und statt der
Verteilung eine Dichtefunktion:

(4.3) Fx(z) = 4Ex@)

dz

Fiir die Modellierung von Zahlwerten bendtigen wir insbesondere die Bernoulli-Verteilung zur Beschrei-
bung eines einzelnen Zahlversuchs mit den mdoglichen Ergebnissen z; € {0,1} und der Verteilung:

PX=0 =1-p

(4.1) P[X=1 =p

Charakteristische Grofien von Zufallsvariablen

Wir beschranken uns auf Erwartungswert:

(14) E(X] = = X0 pi o
(4.5) EX]=p= [ fx (z) z-dz

Varianz zur Abschitzung der Standardabweichung:

(4.6) Var [X] = 0® = E [(X — E[X])?]
(4.7) Var [X] = 0® = 327 pi - (w: — E[X])?
(4.8) Var [X] = 0% = [T fx (2) - (z — E[X])* - d=

Tmin °

Standardabweichung als Mass fiir die Breite des wahrscheinlichen Bereichs:

(4.9) sd [X] =0 = y/Var[X]
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Berechnung der Varianz nach dem Verschiebesatz:
(4.10) Var [X] =E [X?] - E[X]’
(411) Var [X] = S pi - (2:)° — E[X]?

1=

Varianzkoeffizient fiir das Eintreten bzw. Nicht-Eintreten als Mass fiir die relative Bereichsbreite der
Anzahl bzw. der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten bzw. Nicht-Eintreten:

412 o =9 zweckmifiges Mass fiir p < n/2
(4.12) oy = nf“ zweckméfiges Mass fiir y > n/2

Datenstichprobe

Wabhrscheinlichkeitsmodelle dienen zur Vorhersage kiinftig zu erwartender Haufigkeiten von Datenmerk-
malen. Umgekehrt dienen erhobene Daten zur Kontrolle der Wahrscheinlichkeitsmodelle.

Schétzer fiir den Erwartungswert:

(4.13 BIX]=i= & T

Schitzer fiir die Varianz:

(4.14) Var [X] =6 = 2 - 7 (v — o)
Standardabweichung:
(4.15) sd [X] = 6 = 4/ Var [X]

Lineare Transformationen, Summe

e Verteilung, Erwartungswert und Varianz von ¥ =a - X + b:

(4.17) Ply = ax +b] = P[]

(4.18) Ela-X+b=a-E[X]+0b

(4.19) Var[a- X +b] = a® - Var [X]

(4.20) sdfa- X +b=+/Varfa- X +b] = a-sd[X]

e Erwartungswert und Varianz der Summe unabhingiger Zufallsvariablen:
(4.21) E[X +Y]=E[X]+E[Y]
(4.22) Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y]

e Abhéngigkeiten vergrofern die Varianz um die doppelte Kovarianz. (Wir briicksichtigen Abhéngig-
keiten spiter anders):

(4.23) Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y]| + 2 - Cov [X, Y]
(4.24) Cov[ X, Y] =E[(X —E[X])- (Y —E[Y])]

Verteilung von Zihlwerten

Erwartungswert und Varianz:

(4.25) EX] =50, pi
(4.26) Var [X] =371 pi- (1 - pi)

Berechnung der Verteilung:

p; ||k=0|k=1|k=2|k=3|k=4

P[S, = X, = k| 30% || 70% | 30%

P[S, = X, + X, = ] 50% || 35% | 50% | 15%

P[Ss = X, + Xo + X3 = K] 40% || 21% | 44% | 29% | 6%

P[Ss = X1 + Xy + X3 + X4 = k]| 10% |[18,9%]41,7%]|30,5%] 8,3% | 0,6%
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1.5 Messwerte und Messfehler

(4.27) X=X+ Xr
(4.28) E[Xu] = E[X] + E[X¢]
(4.29) Var [Xy] = Var [X] + Var [X5]

2 Naherungen

2.1 Binomialverteilung

® @ ®§ O OO

. . . 4Y_ 43 eococeeo
Binomialverteilung 9)= 31 oceocece
O O @O0 e e

Fiir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezdhlt werden, ist die Summe der gezdhlten
Ereignisse binomialverteilt

X ~ Bin (n,p)
Binomialverteilung:
n e
PIX =k = <k>-pk~(1—p) g (4.30)
Erwartungswert einer Binomialverteilung:
EX]=p=n-p (4.31)

Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung:

Var[X] =0 =n-p-(1—p) (4.32)
sdX]=c=+vn-p-(1-p) (4.33)
n Anzahl der Zidhlversuche, maximaler Zahlwert.

Eintrittswahrscheinlichkeit.

Binomialverteilung vs. allgemeine Zihlverteilung

Binomialverteilung

Zahlverteilung p; fiir i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488

0% i
%y 10,1392 0,2734 0,478
60%... |0.4824.0,0788 0,453
| 10,4786 0,2427 0,4001
0% | 0.0709 02109 0.4579
| | 0,3961 0,4797 0,3279
20%.. - 10,0179 0,4246 0,4670
| ] 0,3394 0,3780 0,3716
0l L0.1961 0.3277 0,0856

1

Eine Binomialverteilung mit p = - - >, p; nihert eine Zihlverteilung gut an und berechnet sich aus

nur zwei Parametern.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.

Di Eintrittswahrscheinlichkeit Z&hlereignis i.
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Bereichsschitzung fiir einen Zihlwertbereich

15%- wahrscheinlicher — Zahlverteilung
Bere1ch — Binomialverteilung

>0 = 2,04

Pm;%ﬂ’ > 0 =239
L_zz%. Doy =1,9%

5%’ ! 1

aL—24%: oy =24%

0 ; | T

8 =936 13 ky 16

e wahrscheinlicher Bereich [kr,, ky].

e Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeiten:

kp—1

PIX <k]=orL= )

k=0

<Z>-zf-(lzﬁ"k
(Z) P (1-p) "

n

PIX>kul=av= Y
k=ky+1

15%4 wahrscheinlicher — Zihlverteilung
Berelch — Binomialverteilung
o >0 = 2,54
PW—HTA > 0 =239
59 ap, =2, 2% ay = 1,9%
’ aL724%; oy =24%
0 ‘ ‘ [
8 w=9,36 13 k’U 16
Fiir das Beispiel (k;, = 5, ky = 14, n = 30, p = 31,2%):
y |PIX <5] [ P[X <14] |
Zshlverteilung 2.2% 1,9%
Binomialverteilung 2,4% 2,4%

Bei gleicher Anzahl unabhingiger Zahlversuche n liefert die Annidherung durch eine Binomialverteilung
mit p = % >, pi eine Worst-Case-Abschitzung:

e garantiert eingehaltene Irrtumswahrscheinlichkeiten bzw.

e einen mindestens garantierbaren Bereich.

Varianzobergrenze fiir unabhéingige Zihlwerte

15%
PM:Hﬂ

5%

o

wahrscheinlicher
Berelch

L—22%:
aL—24%:

— Zahlverteilung
— Binomialverteilung

>0 =254
> 02239

v =19%
: (XU—24%

Bei gleicher Anzahl von unabhéngigen Zahlwerten n und p = %
verteilung eine obere Schranke der Varianz einer Zihlverteilung:

- ,sz

su—9%13m 16 3

i) <n-p-(1-p)

<> p; ist die Varianz der Binomial-
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Beweis durch Nachrechnen

Ersatz der individuellen Auftrittswahrscheinlichkeiten der zu zéhlenden Ereignisse durch die mittlere
Wabhrscheinlichkeit und eine Differenz, die im Mittel null ist:

p; = p+ 0; mit Z&-:O

=1

Varianz der Zahlverteilung:

o’ = Z(P+5i)'(1—p—5z‘)

= Z(p_p2_p'5i+6i_p'6i_6i2)

=1
D (p=p)+D (Gi=2-p-0) =3 0
i=1 =1 i=1
——
n-p-(1—p) (1—2p)-z;”:1 §;=0 >0

0° < n-p-(1-p) (Varianz Binomialverteilung) v/

Schitzer fiir i, p und o fiir Zidhlwerten
Die Ungleichheit in
(4.34) o =30 pi-(L=p) <n-p-(1-p)
wird in einen Korrekturfaktor k < 1 versteckt:
oc=+k-n-p-(1-p) (4.35)

Schitzer fir Erwartungswert, Eintrittswahrscheinlichkeit und Standardabweichung fiir einen experimen-
tell bestimmten Zahlwert xay:

= zav (4.36)
p=~L=zav (4.37)
6= \/n cxav - (1 — %Ay (4.38)

Spéter wird gezeigt, dass grofsere Zahlwerte oft normalverteilt und die Intervallradien 2 bis 3-mal so breit
wie die Standardabweichung sind.

f, & Schitzwerte fiir Erwartungswert und Standardabweichung.

p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

n, TAV Anzahl der Zdhlversuche, Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte k < 1.

Varianzkoeffizient als Genauigkeitsmafs

3.
¢

8
—_- 3

0 0

p=2x/n

Der Varianzkoeffizient fiir das Eintreten bzw. Nicht-Eintreten ist ein Mafe fiir die relative Breite des
wahrscheinlichen Bereichs im Verhéltnis zum mdglichen Minimum bzw. Maximum und damit ein Maf
fiir die relative Schétzgenauigkeit fiir:

e cintretende bzw. nicht eintretende Zdhlwerte und
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e Eintritts- bzw. Nichteintrittswahrscheinlichkeiten.

oo =2 zweckméfiges Mass fiir 4 < n/2
I
(4.12) ok, eckmifines Mass fi /o
or = =, zweckmafiges Mass tiir > n/
Oy, OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszihlwert.

Mit dem Schétzer fiir die Standardabweichung

(4.38) 6= \Jraav - (1-2av)

ergeben sich als Schétzer fiir die Varianzkoeflizienten fiir die spiter behandelten Bereichsschitzungen
unter Anndherung der Zahlwertverteilung durch eine Normalverteilung:

A _ & _ (1 1 A
or =50 =/ (IAV n) fiir p < 50%
(4.39)
A _ & _ . 1 _ 1 A
O = oo =K (n—zAv n) fiir p > 50%
Oy, OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszihlwert.
& Geschitzte Standardabweichung des Zahlwerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
P Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

2.2 Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung

Beim Zihlen vieler seltener Ereignisse, z.B. der Fehlfunktionen bei Millionen von Service-Anforderungen,
von denen nur wenige eintreten

n — oo
pi—>0
Var [X;] =pi - (1 — pi) = ps

strebt die Varianz der zu zdhlenden Ereignisse und deren Summe gegen den Erwartungswert:
Var[X] =E[X] =) pi=2A
i=1

Die Verteilung der Summe strebt gegen die Poisson-Verteilung:

X ~ Pois (\)
n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Zahlwert.
Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zihlversuch 7 eins ist.
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
Poisson-Verteilung:
A A
PIX=k=e Ty (4.40)
k
—p- n
=e . % (4.41)

Die Poisson-Verteilung hat nur A als Parameter, der gleichzeitig Erwartungswert und Varianz ist.

A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlésslichkeit(TV _H4.pdf.pdf) 17
Anzahl der Zihlversuche und Verteilung
(4.41) —ern. )t
0,6, 0,3
_ ’ p=10% ’ p=10%
P[X—kﬂ 0.4 n= 0,2 n =30
0,2 T 0,1 T T T
0 s Pa — 0 . ? ©o6-0
5 & 10 0 5 & 10
p[X:k]T p=10% p=10%
0.1 n = 60 01 n = 150
0 @TT TT??OOMVW 0 ?ﬂ) TT
0 5 10 T 20 0 10 20 7’ 30
P[X =k] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
— 0,3
P[X—k]T p=10% | p=10% p=10%
0,4 n=6 0,2 n=30 {01 n = 150
)
| i L1
0 ? Qoo 0 ? P o 0 (mf(ﬁp(ﬂ)
0 5 7710 0 5 —710 0 10 20 4 30
k k
Grobabschitzung der wahrscheinlichen Bereiche:
e Fiir A = p-n < 3 keine untere Schranke ky, > 0. Ober Schranke:
e Fiir A =p-n =~ 3...10 zuséatzlich untere Schranke:
A
kp ~ ———
PT35
e Fiir A = p-n > 10 Abschitzung iiber Normalverteilung (Gl.4.61):
st = [ku, kL] =~ A (1:F3...5- %)
kL, ku Untere (lower) und obere (upper) Bereichsgrenze.
sr Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
2.3 Bereichschitzung Pois
Schitzen ki, (A, a1), A (kL, a1) A=15
0,1
:
Vorgabe ki, und a;. Numerische Suche A (k,, aq), so dass P[X = k}T
M?T 2
kL—1 _x Ak 0 cepsese -
S te A <y 0 10 20 =~ 30

k
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Lo [ k=11 2 [ 3 [ 4 | 5 | 6 |
0,5% | \=5,298 | 7,430 | 9,273 | 10,978 | 12,503 | 14,150
1% | A =4,606 | 6,638 | 8,406 | 10,045 | 11,605 | 13,109
2% [ A=3012 | 5,834 | 7,516 | 9,084 | 10,580 | 12,027
10% | A =2,303 | 3,890 | 5,323 | 6,681 | 7,993 | 9,275
20% | A=1,609 | 2,995 | 4,279 | 5,514 | 6,721 | 7,906

Beispielabschitzungen:
e A=T7und oy <1% = kr, =2
e k, =1und a; =2% = X\ > 3,912

a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
ki, ku Untere (lower) und obere (upper) Bereichsgrenze.
. A=15
Schitzen ky (A az), A(ku,as2)
0,1

Vorgabe ky und as. Numerische Suche A (ky, as), so dass P X k’m ﬂ) T

ku e—)\_Lk>1_a OM?T T &2

k=0 BT = ? 0 10 20 > 30

[ ap [ khw=0 [ 1 [ 2 | 3 [ 4 [ 5 | 6 |

0,5% | A=0,005 | 0,103 | 0,338 | 0,672 | 1,078 | 1,537 | 2,037
1% | A=0,01 | 0,148 | 0,436 | 0,823 | 1,279 | 1,785 | 2,330
2% | A=0,02 | 0,215 | 0,567 | 1,016 | 1,529 | 2,080 | 2,684
10% | A=0,105 | 0,532 | 1,102 | 1,744 | 2,432 | 3,152 | 3,894
20% | A =0,223 | 0,824 | 1,534 | 2,296 | 3,089 | 3,903 | 4,733

Beispielabschitzungen:
e A=2und as <1% = ky =6

o ky =3 und ap = 2% = \ < 1,016

[ Irrtumswahrscheinlichkeit, Werte oberhalb des geschitzten Bereichs.

ku Obere Bereichsgrenze.

Schitzen von [\, \y] aus einem Ist-Zihlwert kay

P X =i/} )\L:?’\ //\U:15
0,2 0,1
0,1
0 T T ? o (_\S{gg\) 0&& ?T | TT?M\,
0 5 7 10 0 10 20 =30

Von den Folien zuvor iibernommene Werte [AL, Au] = f (o, kav):

’0412042‘ k‘szl ‘ kAVZZ ‘ ]41sz3 ‘
0,5% | [0,10, 5,30] | [0,34, 7,43] | [0,67, 9,27]
1% [0,15, 4,60] | [0,44, 6,64] | [0,82, 8,41]
2% [0,22, 3.91] | [0,57, 5,83] | [1,02, 7,52]
10% | 0,53, 2,30] | [1,10, 3,89] | [1,74, 5,32]
20% | [0,82, 1,61] | [1,53, 2,99] | [2,30, 4,28]

kav Ist-Zihlwert (Actual count value).
a, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.

AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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AL, Aul = f (o, kav) fiir die Ist-Z&hlwerte kay = 4 bis 6:

lar=as | kav=4 [ kav=5 | kav=6 |
05% | [L,08, 1L,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14.2]
1% | [L,28, 10,0] | [L,79, 1L,6] | [2.33, 13.1]
2% | 11,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2.43, 6,68] | [3,15, 7.09] | [3,89, 9,28]
20% | [3,09, 5,51 | 3,90, 6,73| | 4,73, 7.91]

Mu = f (a1, kav) fiir den Ist-Zahlwerte kay = 0 (A, = 0):

0 )\k
kzioe*AU . ]T[lj —e M =
)\U = —ln(al)
y o 105% | 1% [ 2% | 10% | 20% |

[ Au fiir kay =0 [ 5,30 [ 4,61 | 391 [ 2,30 [ 1,61% |

kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
a1, Qs Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

Beispiel 4.2 Poissonverteilte Anzahl Schadenfille

a) In den vergangen 10 Jahren ist kein Schaden eingetreten. Wie grof8 ist die zu erwartende Anzahl
der Schadensfille in den ndchsten 10 Jahren mit einer Irrtumswahrschieinlichkeit o < 1%9

y o [05% [1% | 2% [ 10% | 20% |
| Au fiir kav =0 | 5,30 [ 461 ] 3,91 [ 2,30 | 1,61% |

Bereich der zu erwartenden Anzahl der Schadensfdlle: A\;, = 0 bis Ay = 4,61. Die Anzahl der

tatsdchlichen Schadensfille kann natiirlich die geschitzte Obergrenze des Erwartungswert noch
iibersteigen.

b) In einem Nutzungjehr sind 5 Schadensfille eingetreten. Auf welchen Bereich der zu erwartenden
Anzahl der Schadensfille ldsst sich aus dieser Angabe fiir die néichsten 10 Nutzungsjahre mit den
Irrtumswahrscheinlichkeiten oy = ag = 1% schlieflen?

’ozl:ag\ kav =4 ‘ kAV:5 ‘ kap =6 ‘
0,5% | [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] [[1,79; 11,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% | [3,09, 5,51] | [3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]

Mindestens 10 - Af, = 17,9 und maximal 10 - A\y = 116 zu erwartende Schadensfille.

ay, ao Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).

AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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Beispiel 4.3 Fehlfunktionsrate

Bei #DS = 10° Service-Leistungen wurden kay = 3 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welche Unter- und Obergrenze fir die Fehlfunktionsrate lasst sich mit den Irrtumswahrscheinlichkeit
a1 = as = 1% unter Annahme einer Poissonverteilung schliefien?

’a1:a2:1%‘ kAV:I ‘ k'AV:2 ‘ kAV:3 ‘
| [, Au] [ [0,15, 4,60] | 0,44, 6,64] | [0,82, 8,41] |

Abschatzbarer Bereich der Fehlfunktionsrate: «

L= #’\55 =0,82-107° [MF/pg]
Cw= 20 _g41.107° [MF/ps]
#DS
Kleine Z&hlwerte erlauben nur grobe Abschétzungen. Genauere Abschétzungen verlangen grofsere
Zéhlwerte.
#DS Anzahl der erbrachten Service-Leistungen.
a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
[%] Zahlwertverhiltnis in Fehlfunktionen je erbrachte Service-Leistung.
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
¢, Cu Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.

Beispiel 4.4 Maskierungswahrscheinlichkeit

Eine Uberwachungseinheit hat von # M F = 10.000 Fehlfunktionen kay = 5 Fehlfunktionen nicht erkannt.

Welchen Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit ergibt sich aus diesem Versuchsergebnis fiir eine
Irrtumswahrscheinlichkeiten o = og = 10% 7

o1 =0a;=3=10% ] kav=4 [ kav=5 | kav=6 |
y AL, A\u] | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28] |

Abschitzbarer Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit:

A

L —4
ML = ——— = 3,15 10
p ZMF
Au —4
MU = =17,99-10
p #MF )
#MF Anzahl der Fehlfunktionen (Number of malfunctions).
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
g, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

pMmL, pmu  Untere und obere Bereichsgrenze der geschitzten Maskierungswahrscheinlichkeit.

Beispiel 4.5 Zuverlissigkeitsbereich

Beim Test eines Systems mit #D.S = 103 Service-Leistungen wurden kay = 6 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welchen Bereich der Zuverlissigkeit kann nach diesem Versuchsergebnis mit den Irrtumswahrschein-
lichkeiten oy = ay = 10% geschlussfolgert werden?
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[a1 =0 =5=10% | kav=4 | kav=5 [ kav=06 |
y AL, A\u] | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] [ [3,89, 9,28] |

o Abschitzbarer Bereich der MF-Rate:

(1, = 3,89 1072 [MF/ps)
Cu =9,28-10% [MF/pg)

e Daraus folgender Bereich der Zuverlissigkeit:

Ry = é = 108 [PS/mF]
_ 1 _

RU = G = 257 [DS/MF]
#DS Anzahl der erbrachten Service-Leistungen.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
(L, Cu Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.
Ry, Ry Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Zuverldssigkeit.

2.4 Defektanteil

Zu erwartender Defektanteil und Fehleranzahl

Der zu erwartende Defektanteil ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erzeugnis mindestens einen Fehler
hat:

MUDL =17P[X=0]
Bei konstanter Fehlerentstehungsrate ist die zu erwartende Fehleranzahl fiir gleiche Produkte aus dem-
selben Entstehungsprozess gleich und die Fehleranzahl ist poissonverteilt

!
mit A\ = pp:
MUDL = 1-— eiMF (4.42)

Fiir eine geringe Fehleranzahl pr < 1 sind der zu erwartende Fehleranteil und die zu erwartende Feh-
leranzahl gleich:

ppL = pr (4.43)
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
1753 Zu erwartende Fehleranzahl.
HUDL Zu erwartender Defektanteil.

Fehlercluster auf einem Schaltkreiswafer [FSB87]

o funktionsfahige Schaltkreise
® erkannte fehlerhafte Schaltkreise

® Strukturen fiir Test und Diagnose
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Ortlichen und zeilichen Schwankungen von Parametern, die die Fehlerentstehung und Beseitigung beein-
flussen:

o Fehlerentstehungsraten,
e Fehlerabdeckungen, ...
verursachen Fehlercluster (lokale Fehlerhdufungen). Beispiele:
e Cluster von Schreibfehler in Texten,
e die qualitativ niederwertigen » Montagsproduktex, ...

Fehlercluster liefern Hinweise auf Prozessverbesserungsmoglichkeiten.

Schaltkreisausbeute und Fehleranzahl

Die zu erwartende Schaltkreisausbeute ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der nachweisbaren
Fehler aus den Entstehungsprozessen null ist. Fiir eine poisson-verteilte Fehleranzahl nach Gl. 4.42 mit

pr = FC - pcr:
py = e FCwer (4.44)

Fiir jeden als fehlerfrei befundenen Schaltkreis miissen im Mittel

1 eFC-MCF
155°
Schaltkreise gefertigt werden.
Yy Zu erwartende Ausbeute.
FC Fehlerabdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.
HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.

Fertigungskosten und Fehleranzahl

Annahme, dass die zu erwartende Fehleranzahl und die reinen Fertigungskosten je Schaltkreis proportional
mit der Transistoranzahl je Schaltkreis zunehmen:

per =& - #Ir
Cyic = Cre - #1'r

(vergl. Gl. 2.45). Kosten je nicht als defekt aussortierter Schaltkreis:

Cwmic

Cic = = Crx - #Tr - "o #IT (4.45)
HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.
Ey Fehlerentstehungsrate in Fehlern je Transistor.
#Tr Anzahl der Transistoren.
Crry Transistorkosten in Euro pro Transistor.
Cwmic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.
Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.

Aussprache: & xi.

Beispiel 4.6 Schaltkreiskosten

Fehlerentstehungsrate &1, = 107 [Fehler je Transistor|, Fertigungskosten C, = 107° [Euro je Transistor],
Schaltkreisgrofe #Tr € {105, 106, 107} [Transistoren|, Fehlerabdeckung F'C = 1.

Welche Kosten entfallen auf jeden als gut befundene (verkaufbaren) Schaltkreis?
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| #Tr | 10° [ 105 | 107 |
per = &y - #1'r in Fehlern | 0,1 1 10
Cwmic = Oy - #7r in Euro | 0,1 1 10
py = e FCHor 90,5 | 36,8% | 4,54-107°
Cic = &¥€ in Euro 0,11 | 2,72 2,2-10°

Ab pcr > 2...3 zu erwartenden Fehlern pro Schaltkreis benotigen Schaltkreise Reparaturmog-
lichkeiten:

e deaktivieren / Ersatz defekter Funktionsblocke,

e Verkauf z.B. als Prozessoren mit weniger Cache, ...

E1r Fehlerentstehungsrate in Fehlern je Transistor.

Cy Transistorkosten in Euro pro Transistor.

#Tr Anzahl der Transistoren.

FC Fehlerabdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.
HUCF Zu erwartende Anzahl der Fehler je gefertigter Schaltkreis.

Cwvic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.

wy Zu erwartende Ausbeute.

Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.

2.5 Normalverteilung

Normalverteilung

Die Summe sehr vieler unabhéngiger Zufallsvariablen strebt unter sehr allgemeinen Bedingungen (keine
dominanten Summanden, ...) gegen eine Normalverteilung;:

fx (x)zﬁe_% mit 0 =sd [X], p=E[X] (4.46)

Vergleich Poisson- und Normalverteilung mit p = 02 = X = 10:

Normalverteilung mit y = 0 = 10

Q
_ (z—10)?
i e
6% Poissonverteilung mit A = 10
4% PX =k =e10.20
2%
0 B —
0 5 10 15 20 ko

Fiir Zahlwerte geniligt die Ann&herung der Z&hl- durch eine Normalverteilung in der Regel bereits unter
der Bedingung

n
10-k<p<n—-10-% mit,uzZpi (4.47)
i=1
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
Pi ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zihlversuch 7 eins ist.
m Erwartungswert.
o Standardabweichung.

K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
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2.6 Bereichsschatzung NVT

Bereichsschitzung mit Normalverteilung

IfZ )zi.efé'ZQ
_wahrscheinlicher Bereich . Van )
' - (@—p)
oy SNy e
S T T S R M
n—20 w w20 T

o Transformation einer Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardabweichung o in eine
Zufallsvariable Z mit Erwartungswert null und Standardabweichung eins:

_X—u
g

(4.48)
e Transformation der Werte  von X in z von Z:

oy (4.49)

e Ablesen der Irrtumswahrscheinlichkeiten aus einer Tabelle der standardisierten Normalverteilungs-
funktion Fz (z) = ® (z2).

Standardisierte Normalverteilung

o3
Verteilungsfunktion tabelliert fiir z > 0 in Schritten von 0,1:
2= [ pw-du
2|0 1 2 3 A 5 b T 8 .9

10,5000 0,5308 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Wegen der Symmetrie gilt fiir z < 0:
D(—2)=1-D(2)

Inverse standardisierte Normalverteilung

2| 0 1 .2 .3 4 5 B T 8 .9
10,5000 0,5308 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
.10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Inverse standardisierte Normalverteilung zur Bereichsschétzung:
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a1 227%]0,13%] 0 | 2% | 1% |0,5% | 0,2% | 0,1%
T (1—ay0)| 2 3 | 4205233257 28 | 3,10

)= (1 - )

X Normalverteilte Zufallsvariable.

Z Zufallsvariable mit Erwartungswert 4 = 0 und Standardabweichung o = 1.

T, 2 ‘Werte der Zufallsvariablen X und Z.

D(z) Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
a, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.

Wahrscheinlichkeit der Bereichszugehorigkeit

2| 0 1 2 3 4 5 b T 8 9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...[0,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

Ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardabweichung
o und einem Bereich mit den Grenzen xy, und/oder zy:

1. Transformation der Bereichsgrenze nach (Gl. 4.49)

ZL =

ZU

2. Ablesen von @ (z) bzw. fiir z < 0 von ® (—z) aus der Tabelle.

3. Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeiten:

o1 =@ () =1—®(—2) =1— & (L=2L) (4.50)
ar=1—-®(zu) =1— (24 (4.51)
Wahrscheinlicher Bereich
o2 2,27%10,13% | 0 2% 1% 10,5% | 0,2% | 0,1%
T (1—ay0)| 2 3 | 4205233257 | 2,88 | 3,10

Ausgehend von einer einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardab-
weichung ¢ und zuléssigen Irrtumswahrscheinlichkeiten o oder/und as:

1. Ablesen aus der Tabelle:

ZL = @71 (al) = 7@71 (1 — al)
Zu = (D_l (1 — 012)

2. Transformation:

—1
zL=p—0c-zL=p—0-d (1—a) (4.52)
-1
zu=p+o-zu=p+o-d  (1—a) (4.53)
T1,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
2L, 2U Transformierte unteren und obere Schranke.
W, o Erwartungswert, Standardabweichung.

g, oo Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
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Symmetrischer Bereich
Fx(@)} ‘ :
a L e € a
D e I el
T t T T g >
Lmin 1% Lmax x
4,54% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
T (1-9) 2 3 | 4205233257 2,88 | 3,10
e=0- 0" (1-9) (4.54)
st=[zL, 2] =pFo- o' (1-9) (4.55)
st = [zL,zu] = p- (1:Far-<I>71 (1-%)) (4.56)
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X mit den méoglichen Zahlwerten x.
u, 1, zu  Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
sr Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
oy Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintrittszdhlwert.
Beispiel 4.7 Bereichschitzung Normalverteilung
Zufallsvariable X, p = 20, 0 = 5.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X > 307
(4.5 az=1-®(z2v) =1 - & (=)
z L0 ] 23 4 ;1 ) e 8 9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,... 10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,... 10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
30 — 20
a=1—-® ———
—1-3(2)
s =2,27%
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 152
(450) (051 :(I)(ZL):I—‘I)(—ZL)il—(I)(%)
z 00 ] 23 ! ;1 ) w7 8 w9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,... 10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

oot (250

=1-®(1)
o = 15,87%
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c) Welche obere Schranke xy wird nur mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oy < 1% dberschritten?

(453) Ty =Uu+0-2u :/L+O'-‘1)71 (170(2)
Qy/2 2,27%10,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
:F(I)_l (1 — 051/2) 2 3 4 12,05 2,33 | 2,57 2,88 3,10

ru=20+5-0"" (1 -1%)
=20+5-2,33
Ty = 31,65

d) Welche untere Schranke x1, wird nur mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oy < 2% unterschritten?

(4.52) zL=p—0-zL=p—0 -® (1 —a)
Q1o 2,27% 0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
FO ' (1—ayp)| 2 3 412,05 (2,33 | 2,57 | 2,88 | 3,10

rL,=20—5-® ' (1—2%)

=20—-5-2,05
X = 9,75
W, o Erwartungswert, Standardabweichung.
ay, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
1, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
P(z) Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
o 1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

Bereichsschitzung fiir den Erwartungswert

Der Erwartungswert p zu einem beobachteten Zahlwert xay ist

e mindestens so grof, dass P [X > zav] < § und

e maximal so grof, dass P [X < zav] < §:

fx @]
—
[ TAV Hu T
Intervallradius zwischen Erwartungswert und wahrscheinlichen Werten:
— s.Pp 1 _ o«
e=0-9 ' (1-%)
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X mit den moglichen Z&hlwerten x.
UL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schatzwert fiir den Erwartungswert.
€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
o Standardabweichung.

feY Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.

(4.54)
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Symmetrischer Bereich

fx @]
—
ML TAV MU T

Symmetrischer Bereich mit xay als Schitzwert:

-1

sty = [pr, pu] = zav Fo- @71 (1- %)
-1
:xAv-(liFar-@ (1—%)

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X mit den moglichen Z&hlwerten x.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.
Ui, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
STy, Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
o Standardabweichung.
1. Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.
or Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintrittszdhlwert.

Beispiel 4.8 Bereichschitzung Erwartungswert

zav = 100, o = 10.

28

In welchem symmetrischen Bereich liegt der Erwartungswert mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 2%.

(4.57) sty = [pr, pu] = zav Fo - @7 (1 - %)
« 4,54% | 0,26% 4% 2% 1% 0,4% | 0,2%
o T(1-9) | 2 3 2.05 | 2,33 | 257 | 2,88 | 3,10

(1 -1%) =233

sr, = 100 ¥ 10 - 2,33 = 100 F 23,3

TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.

o Standardabweichung.

[eY Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.

ST, Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.

(L) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

2.7 Schitzen von Zahlwerten

Schéatzen von Zahl- und Erwartungswerten

Mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung fiir Zahlwerte:

(4.31) EX]=p=n-p

(4.35) oc=+/k-n-p-(1—-p)

(siehe Binomialverteilungsniherung) und

(4.52) rL=p—0-zL=p—0o- (1 —a)
(4.53) rv=p+o-zu=p+o- (1 —a)
(4.55) st=[zr,zu] =pFo- -7 (1-2)
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ergeben sich folgende Bereichsgrenzen:

sL=pn—Vek-np 1—p) - -&'1-awm)
zu=p-n+vVe-n-p (1—p - - (1—a)

st=[zr,zu]=p-nFyrk-n-p-(1-p)-& ' (1-2)

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.

[y T1,, TU Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

Schitzen der Eintrittswahrscheinlichkeit

. Intervallradius: p- &, _,
|

nfx(2) | |

=3 H — LAV K =z
0 p=50 o P=5
Schitzer der Eintrittswahrscheinlichkeit fiir n Zahlversuche:
H— A _ zAV
(437) p= n - n
Varianzkoeffizient des Eintritts- bzw. Nichteintrittszihlwerts:
P g 1 1 A 07
= — - _ 1 <5
Oy Ty K (IAV n) fiir p < 50%
(4.39)
A _ & _ X 1 _ 1 oA
o = o = AR (nizAV n) fiir p > 50%
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
UL, LU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
n, TAV Anzahl der Zahlversuche, Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert.
Ory OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszidhlwert.
K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
Relative Invervallradien:
- 1 117N e
sr:q>1(1—g)-\/n-< —= fiir p < 50%
TAV n
- 1 L1 e
5;2@1(1—‘;)-\/K~< —= fiir p > 50%
n — TAvV n

Symmetrischer Bereich:

STp = [pI”pU] = :c% . (l:FEr) furﬁS 50%
stp = [pL,pu] =1 — (1 — 2&Y) . (1 F &) fiir p > 50%

€r, €% Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Z&ahlwert.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéingige Zahlwerte k < 1.
o) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.

n, TAV Anzahl der Zahlversuche, Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert.

P Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

STp Geschitzter symmetrischer Bereich der Eintrittswahrscheinlichkeit.

-1 Term fiir kleine und groke p und grobe Uberschlige vernachlissigbar.

29

(4.59)
(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)
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Geeignete Ziahlwertgrofien (ACR)

(4.62) =07 (1-5) -\ Jn (& [-2]7) fiir p < 50%
(4.63) g=0""(1-92)- \/n- (WiAV [ﬁ}*) fiir p > 50%

Geeignete Zahlwertgrofen ergeben sich durch Auflésung nach der Anzahl der (nicht) eingetretenen Zih-
lereignisse:

(@t (1-9))?

Tav > = ( 5(2 3)) (1 —p) fiir p < 50% (4.66)
(P (1 — 2))?

n—TAv > a2l 6(2 ) - p fiir p > 50% (4.67)

Die Terme (1 — p) bzw. p sind mindestes 50% und max. eins.

Ery EF Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Zahlwert.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.

n, TAV Anzahl der Zahlversuche, Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert.

p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

-1 Term fiir kleine und groRe p und grobe Uberschlige vernachlissigbar.

Beispiel 4.9 Geeignete Zihlwertgrofie

Erforderliche Zahlwerte fiir relative Intervallradien e, bzw. ez von 20% und 2% fiir zu schitzende Eintritts-
wahrscheinlichkeiten p € {10%, 50%, 90%}. Irrtumswahrscheinlichkeit o so grof, dass @1 (1 — %) = 2,
dh. o =4,52%, k = 1.

(4.66) vav > 20022 (1 gy i p < 50%
(4.67) n—zay > Liﬁ)) - p fiir p > 50%
_ »=10% »=50% _ »=90%
' LAV .min ‘ Mmin TAV.min H Nmin ' LAV. max ‘ Tmin
20% 90 900 50 100 || 20% 810 900
2% 9.000 ]90.000| 5.000 50.000 || 2% 81.000 |90.000

Brauchbare Schitzungen verlangen eine grofse (Nicht-) Eintrittsanzahl = 100 und insbesondere fiir
sehr kleine (Nicht-) Eintrittswahrscheinlichkeiten eine sehr grofe Versuchsanzahl.

Er Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts-Zahlwert.

€5 Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.

P Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.
o) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

Nmin Mindestanzahl der Z&hlversuche.

LAV .min Minimal erforderliches Z&hlergebnis.

TAV.max Maximal zulédssiges Z&hlergebnis.

Schitzung kiinftiger aus bekannten Zihlwerten
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Bereich des Sonderfall:
fx (z) < Erwartungswertes INX = NAV
T T T T T p—

oL fr TAv o zy 7

<— Bereich zukiinftiger Zahlwerte ——

Fiir nyx # nav betragen die iibereinstimmende Eintrittswahrscheinlichkeit und der Erwartungswert fiir
kiinftige Zahlwerte:

P SRR o s e
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
KL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T1,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
nAv Anzahl der Zdhlversuche zur Schitzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.
NNX Anzahl der Zahlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
ANX Erwartungswert des zu schitzenden Zahlwerts.
p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

fx (2) T

T T T T [—

zr, pLo fnx = ALy ry

l— Bereich zukiinftiger Z&hlwerte —>

’ ‘ Erwartungswert Varianz ‘
Xav [ RN K-nav-p-(1—p)
Xnx P - NNX k-nnx -p-(1—p)

Die Abweichung der kiinftigen Werte von unx:

- X
Xa = Xnx — mxXay
A NX Ay

Varianz der Differenz nach (Gl. 4.19):

2
Var [Xa] = Var [XNX - M] = Var [Xnx] + (ZNTi() - Var [Xav]

AV

2
IH-an-p-(l—p)—i—(W—X) k-nav-p-(1—p)

nAV

— k. . ANX ) .. —

= K NNX (l+nAV) p-(1-p)
Xav Zufallsvariable fiir die xay mit nay Ziahlversuchen bestimmt wird.
XNx Zufallsvariable fiir die znx mit nyx Zahlversuchen bestimmt wird.

Ix (z) T

T T T T T ——
I — NNXTAV T
rL ML BNX = TN Hu Eay

lk—— Bereich zukiinftiger Zéhlwerte —>
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AV

Var [Xa] ist um den Faktor (1 + Zﬂ> grofer, als die Varianz bei der Bereichsschétzung mit bekanntem

Erwartungswert
(4.61) st = [zL, 2] =p-nF/k-n-p-(1—p)-&°* (1 — %)

Symmetrischer Bereich fiir die wahrscheinlichen kiinftigen Werte:

st = 11, 20] = fixx F \/“ e (1) P (1-p) @ (1-5) (4.68)

mit p=IAY und finx = "AXTAV

nAvV nAvV
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fiir den Erwartungswert.
Ui, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T1,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
NAV Anzahl der Zahlversuche zur Schitzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.
NNX Anzahl der Ziahlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
SINX Symmetrischer Bereich zukiinftiger Zdhlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zahlwert.
ANX Erwartungswert des zu schitzenden Zahlwerts.
p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

Beispiel 4.10 Bereich MF-Rate und kiinftige MF-Anzahl

Bei der Abarbeitung von 2.000 Service-Anforderungen wurden 100 Fehlfunktionen beobachtet. Keine Ab-
hangigkeiten. Zugelassene Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.

nav] = 20.000 [DS], zav = 100 [MF], & = 2%, r = 1.

a) Schdtzwert, Intervallradius, symmetrischer Bereich der MF-Rate?

Die MF-Rate ist eine sehr kleine Eintrittswahrscheinlichkeit ¢ < 1:

(4.62) =@ (1= 5) -y Jn (5k [-1]7) fiir p < 50%
(4.64) srp = [pL, pu] = Y% - (1 F &) fiir p < 50%
«@ 4,54% [ 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
o T(1-2) | 2 3 | 4205233 257 2,88 | 3,10

2 100 [MF] __ MF
(= 20.000 [DS] — 0,5% [ﬁ]

=0 (1-1%)- /155 = 0,233

sre = ¢+ (1 F &) = [0,38%, 0,62%] [s]

b) Erforderliche Anzahl DS zur Verringerung des relativen Intervallradius auf . < 10% ¢

(-1 (1_2))2
(4.66) TAV > w -(1—p) fiir p <50%

ef

Mindestanzahl der gezdhlten Fehlfunktionen:

2,332
0,12

TAY > = 543 [MF]

Diese Zahlergebnis wird erreicht nach etwa

nay = fav — 2IMEL_ 108 000 [DS
AT 0,5% ng] DS

c) Symmetrischer Bereich der Anzahl der Fehifunktionen fir nxx = 10.000 [DS] mit der geschdtzten
MF-Rate aus Aufgabenteil a?
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(4.68) st = 0] = o e - (B85 1) - (1) 977 (1)
it p= AV finx = PNXTAV
mit  p= 2 und  fnx = S

finx = 0,5% - 10.000 = 50 [MF]

st (znx) = 50 F \/(% n 1) 250 - (1 — 0,5%) - 2,33 [MF]
= 50 20,1 [MF]

Relativer Intervallradius:
g = LM & 40%

50 [MF]
NAV Anzahl der Ziahlversuche, mit denen zayv bestimmt wurde.
[DS] Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
[MF] Zahlwert in Fehlfunktionen.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéingige Zahlwerte k < 1.
er Relativer Intervallradius der Fehlfunktionsrate.
NNX Anzahl der Zdhlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
D, STp Geschitzte Wahrscheinlichkeit, symmetrischer Bereich der Wahrscheinlichkeit.
é, ST¢ Geschitzte Fehlfunktionsrate, symmetrischer Bereich der Fehlfunktionsrate.
er Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts-Zahlwert.
[MF] Zahlwert in Fehlfunktionen.
[DS] Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.
ANX Erwartungswert des zu schitzenden Zihlwerts.
SINX Symmetrischer Bereich zuktnftiger Zahlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zahlwert.

2.8 Varianzerh6hung

Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten

Abhéngigkeiten erhohen Varianz und Standardabweichung und den Intervallradius der wahrscheinlichen
Bereiche.

Wenn z.B. zwei Zihlereignisse immer paarweise gleichzeitig eintreten, ist das beschreibbar durch eine
Summe von halb so vielen unabhingigen Zufallsvariablen mit den mdglichen Werten 0 und 2:

#X/2 1—p k=0
X=3 X mit P[X;=k]= b =
) Di k=2

Erwartungswert der Summanden:
E[Xi]=0-(1-pi))+2-pi=2"pi
Varianz der Summanden (nach Verschiebungssatz):

Var[X;] = (1—pi)-0%+pi-22—(2-p;)?
= 2%.pi-(1-p)

#X Anzahl der Zufallsvariablen.
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Der gesamte Erwartungswert ist derselbe wie fiir #.X unabhingige Zahlerereignisse mit paarweise gleichen

Eintrittswahrscheinlichkeiten:
#X/2

E[X]= > 2p=#X'p
i=1

Die Varianz der Summe verdoppelt sich gegeniiber der einer Summe unabhéngige Zufallsvariablen:

#X/2 #X/2
Var[X]= > 2% pi-(1—p)=2-| Y 2:pi-(1—p) | =2-#X -p-(1—p)
i=1 =1

*

* Varianz von # X unabhingigen Zahlwerten mit paarweise gleichem p;. Standardabweichung und Inter-
vallradius vergrofiern sich um V2.

#X Anzahl der Zufallsvariablen.

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
Varianzerh6hung

Die Varianzerhohung sei definiert als Verhiltnis aus tatsdchlicher Varianz und der Varianz einer Bi-
nomialverteilung mit derselben Versuchanzahl n und derselben mittleren Eintrittswahrscheinlichkeit p
entsprechend Gl. 4.35:

Var[X] o’ (4.69)

= np(l-p) ~ EX]-(1-p)
Die Varianz der Binomialverteilung ist eine einfach abschétzbare Obergrenze fiir die Varianz unabhangiger
Zahlwerte. Im Beispiel »paarweise identisch nachweisbare Fehler« ist die Varianzerhéhung bei {iberein-
stimmenden Eintrittswahrscheinlichkeiten p; x = 2 und bei stark abweichende p; etwas kleiner.

Analog ergibt sich fiir »immer #1DC identische Z&hlereignisse« Varianerhthung:

Kk < #IDC
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
Var [X] Varianze der Zufallsvariablen X.
E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
#IDC Anzahl der identischen Zahlwerte.

Schitzen der Varianzerh6hung

e Experimentelle Bestimmung von #v > 2 Zdhlwerten v;.

e Schitzen des Erwartungswerts der Zdhlwertstichprobe:
(4.13) E[X] == 4 25 v
e Schitzen der Varianz der Zahlwertstichprobe:
(4.14) Var [X] = 62 = 5t - S8 (v — )

Schatzen der Eintrittswahrscheinlichkeit:

(4.37) p= B = zav

Geschitze Varianzerhhung nach Gl. 4.69:

A Var[x] _ &2
B = Exa-p ~ #0-h (4.70)
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E[X] Geschitzter Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
#v Grofe der Datenstichprobe.

v; Wert ¢ der Datenstichprobe.

Var [X] Geschitzte Varianze der Zufallsvariablen X.

I Geschétzte Varianzerhthung durch Abhédngigkeiten.
Einfiihrung

Beispiel 4.11 Varianzerh6hung

#v = 10 Wiederholungen » Z&hlwertbestimmung fiir n = 1.000 Z&hlversuche:

[ Versuchi | 1 |2 [ 3[4[5[6[7[8]9]10]
[ Ergebnis v; [ 44 [ 87 [ 58 [ 62 [ 59 [ 57 [ 65 [ 57 [ 75 [ 67 |

Abschdtzung der Varianzerhohung k?

(4.13) EXl=p=2 Y
(4.14) Var[X] = 6% = 21 - S8 (v — )°
i A V;LI'[X] o 52

(4.70) K= Ex1ra-p — RO

10
1 R
= — - J— . Hh— K —
L= 0 22211)1 =631 p=~o =6,3%

10
> (i —63,1)* =135
=1

1
e 185508
63,1 (1 —6,3%3)

NNl

Die Abhéngigkeiten erh6hen die Varianz so, als ob mehr als 2 Zahlereignisse fast immer gemeinsam
eintreten.

#v

)
)i

x

Grofe der Datenstichprobe.
‘Wert i der Datenstichprobe.

Geschitzte Varianzerhdhung durch Abhéngigkeiten.

Beispiel 4.12 Anzahl Schadensfille mit Varianzerh6hung

Der zu erwartende Zihlwert fiir die Anzahl von Schadensfillen sei 100. Irrtumswahrscheinlichkeit 2%,
Varianzerhohung 2.

zay = 100 [D], NAY > LAV, O = 2%, K= 2.

In welchem symmetrischen Bereich wird bei kiinftigen Wiederholungen unter denselben Versuchsbedin-
gungungen (nnx = nay) die Anzahl der Schadensfille liegen?

(4.68)

srNx = [zL, xu] = finx F \/h", S MNX - <Z§$ +1> -p-(1—p)- o1t (17%)
— NMNX " TAV
nAV

mit p= J‘x und  jinx

n

454% [0,26% [ 0 | 4% [[2% | 1% | 0,4% | 0,2%
T(1-2)| 2 3 [47]205 233257 [ 288 | 310

Fiir nyx = nav und nay > zav ist unx = xav:

SI‘NX:JZAV:F\/H-2-33A\/-(I>71 (1—%)

— 100720 - 2,33 = [53,4, 146,6] [D]
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TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fiir den Erwartungswert.

N Anzahl der Zahlversuche, mit denen zayv bestimmt wurde.

NNX Anzahl der Zahlversuche, mit denen znx bestimmt werden soll.

[eY Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhingige Zahlwerte k < 1.

D] Zahlwert in Schadensfillen.

STNX Symmetrischer Bereich zukiinftiger Zdhlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zdhlwert.

Experiment mit Haftfehlern

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540), simuliert mit n = 3606 unterschiedlich nach-
weisbaren Haftfehlern. Z&hlwert & ist die Anzahl der nicht nachweisbaren Haftfehler. Abschitzung der
Verteilung P [X = k| mit einer Stichprobe von #v = 1000 Z&hlwerten fiir verschiedene Zufallstestsétze
der Lange N.

N =430
a
400 N = 250
200
0 T T T
102 10° 10% N 0 200 400 7~
k Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler.
n Anzahl der Modellfehler.
N Anzahl der Tests.
Varianzerh6hung im Experiment
N| i 02 | & | = || A | A
160 | 415 1875 | 43,3 5,1 1,71 1,0
kT ~ [ 320| 234 943 30,7 4,3 16(1,1
400 800| 90 | 299 | 173 | 34 |[16]11
1600[ 29 52 7,2 1,8 * 11,3
200 3200, 11 8.4 29 * * *
0+ T T — 2 (]
102 10° 100 7 ¥ omSp

R1: Fehlersimulation mit allen n; = 3606 Haftfehlern. Abhéngigkeiten bis, als ob 3...5 Modellfehler iden-
tisch nachweisbar wiren. Erkennbare Identitdten waren aber beseitigt. Bleiben als Abhéngigkeiten impli-
ziter Nachweis und geteilte Steuer- und Beobachtungsbedingungen.

Ra, f3: Simulation mit Fehlerstichproben ny = 1.000 bzw. ng = 300. Abnahme der Abhingigkeiten mit
der Verkleinerung der Fehlerstichprobe.

R1/2/3 Geschitzte Varianzerhéhung fiir 1 — alle, ny = 3606, 2 — eine Stichprobe von ns = 1000 und 3 — eine Stichprobe von
n3 = 300 Modellfehlern.

N Anzahl der Tests.
W, o Erwartungswert, Standardabweichung.
k Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler.

Fehlermodellierung und Vorhersagbarkeit

Fiir den Fehlernachweis werden Weiswahrscheinlichkeit p > 50% angestrebt. Relativer Intervallradius:
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(4.63) o (1-2). \/h (=2 [-2]7) fir p > 50%

Das Experiment zuvor hat gezeigt, dass fiir eine groke Anzahl von Modellfehlern bezogen auf die Test-
objektgrofe die Varianzerhohung x mit der Modellfehleranzahl n zunimmt. Damit 1&sst sich der relative
Intervallradius ez als Maf der Schétzgenauigkeit nicht unbegrenzt durch mehr Modellfehler verringern.

I Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte k < 1.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

€F Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.

Schlussfolgerungen
e Bei zufilliger Testauswahl hilft eine zu grofe Modellfehleranzahl im Verhéltnis zur Testobjektgrofe
nicht, die Schitzgenauigkeit fiir die Fehlerabdeckung zu verbessern.

e Fehlermodelle, bei denen die Anzahl der Modellfehler iiberproportional mit der Testobjektgrofie zu-
nimmt, z.B. Kurzschliisse und Pfadverzogerungsfehler, sind nicht zielfiihrend (siehe spéter Abschn.
6.1.2 ff.).

Abschitzung mit mehreren Zufallstests

Alternative zur Verringerung des relativen Intervallradius

(4.63) g=0""(1-92)- \/h (,nfjm [ﬁ}*) fiir p > 50%

ist eine Bestimmung der Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler xay fiir #v > 1 unterschiedliche
Zufallstestsitze wie im Experiment (siehe Folie Experiment mit Haftfehlern, Abschn. 4.2.8). Vergrofert
die Anzahl der Zahlversuche n und Zahlwerte xay um #v

=0 (1-2). %' (i) — ) (4.71)

ohne, dass sich die Abhéngigkeiten zwischen den Zdhlversuche, beschrieben durch &, in dhnlichem Mafe
mit erhohen.

H#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestsétze.

€5 Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Z&hlwerts.

1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
a, K Irrtumswahrscheinlichkeit, Varianzerhohung durch Abhéangigkeiten.

n, LAV Anzahl der Zidhlversuche, Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert.

Beispiel 4.13 Bereich der Modellfehlerabdeckung

Von 1000 Modellfehlern wurden 32 nicht erkannt. Varianzerh6hung maximal 2. Zuldssige Irrtumswahr-
scheinlichkeit 2%.

n = 1000 [F], zav = 1000 — 32 [F], k < 2, a = 2%

a) In welchem Bereich liegt die Modellfehlerabdeckung und wie grofs ist der relative Intervallradius des
Anteils der nicht nachweisbaren Fehler bei Abschdtzung mit einem Zufallstestsatz (#v =1)%
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(471) & = (I)il (1 - %) ’ \/H (#l,’~(’VI,LiltA\'> - thn)

(4.65) stp = [pL,pu] =1 — (1 — 2&Y) . (1 F &) fiir p > 50%

o 454% [ 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
o T(1-9) | 2 3 | 4205233 257 | 2,88 | 3,10

e =2331/2- (& — 15) = 58%

stp=1—(1—55) - (L F58%) = [94,9%, 98,7%]

Der relative Intervallradius soll maz. 10% betragen. Fiir wie viele unterschiedliche Zufallstestsdtz ist

2,33\ 2
1 1 bl
:2'(§_W'<0’1> =35

Die Modellfehlerabdeckung muss fiir mindestens 35 unterschiedliche Zufallstestséitze bestimmt und

b)
die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler dafir zu mitteln?
er — P!t _a), (et 1
(4.71) g=0""(1-9) \/K ( o =z ,n>
Umstellung nach #fv:
gemittelt werden.
n Anzahl der Modellfehler.
[F] Zahlwert in Modellfehler.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte k < 1.
«a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschéitzten Bereichs.
#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestsitze.
€F Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.

STp

Geschitzter symmetrischer Bereich der Fehleriiberdeckung.

Nicht normalverteilte Zidhlwerte

Dasselbe Experiment mit der kleineren Benchmark-Schaltung c2670:
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500

400 A

300 -

200 -

100 -
10 102 103 10* 10°

‘.\‘P[X:k]T

N =10*

200 300 %
N =10

200

300 —/—

k
N =106
0 100 P

Im Bereich von N = 10* bis 10° mehrere Gipfel. Keine niherungsweise Normalverteilung.

Wie ist das moglich? = Mischverteilung, siehe ndchster Abschnitt.

Zusammenfassung

Niherungen fiir Zihlwertverteilungen

39

Wenn die Eintrittswahrscheinlichkeit p; aller Zdhlwerte bekannt sind, gibt es einen Algorithmus fiir die
Verteilungsberechung (siehe Abschnitt zuvor). Wenn weniger bekannt ist, z.B. nur die Anzahl der Zahl-
versuche n und ein experimentell bestimmter Istwert xay gibt es Naherungen:

e Binomialverteilung mit demselben Erwartungswert und derselben Versuchsanzahl,

o fiir kleine Zahlwerte und grofse Versuchsanzahl Poissonverteilung mit demselben Erwartungswert,

e bei mindestes etwa 10 eingetretenen und 10 nicht eingetretenen Zahlwerten, Normalverteilung mit
demselben Erwartungswert und einer aus dem Erwartungswert abschétzbaren Varianz.

Darauf aufsetzend praktischen Bereichsschéitzungen:

e wahrscheinliche Bereiche*,

e Irrtumswahrscheinlichkeiten* und

o geeignete Zahlwertgrofen fiir ausreichend genaue Schitzungen.

Binomialverteilung

Ausser fiir Zdhlwerte auch fiir allgemeine Zufallsgréfien, z.B. Messwerte.

Fiir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezdhlt werden, ist die Summe der gezdhlten

Ereignisse binomialverteilt:

(4.30) P[X

Erwartungswert:

(4.31)

EX]=p=n-p
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Varianz:

(4.32) Var[X] =0 =n-p-(1-p)

Die Standardabweichung:
(4.33) sd[X]=c=+/n-p-(1—p)

Die Varianz einer Binomialverteilung ist bei gleichem Erwartungswert eine Obergrenze der Varianz der
Verleilung unabhéngige Zihlwerte:

(4.34) o’ =3 pi-(1-pi)<n-p-(1-p)

Schitzer fiir Zahlwerte

Erwartungswert, Standardabweichung, Eintrittswahrscheinlichkeit:

(436) [1 = TAvV
(4.38) &= \fr wav (1—2av)
(4.37) p=£=2zav

Der Varianzkoeffizient fiir das Eintreten bzw. Nicht-Eintreten als Mafse fiir die relative Breite des wahr-
scheinlichen Bereichs im Verhéltnis zur (Nicht-) Eintrittsanzahl:

Y 1 1 s < B0

Or =g = AR (IAV — 5) fiir p < 50%
(4.39) A o

. - - 3 A 07

O = ey = A/ (717$AV - ;) fiir p > 50%

Benétigt fiir Bereichsschéitzungen iiber Normalverteilung.

Poissonverteilung

Beim Zahlen vieler seltener Ereignisse sind die Zdhlwerte ndherungsweise poisson-verteilt:
(4.40) PIX =kl =e™* 27
Der Verteilungsparameter \, gleichzeitig Erwartungswert und Varianz, ist das Produkt aus der Anzahl
der Z&hlversuche und der mittleren Eintrittswahrscheinlichkeit:

(4:—11) — e P, ([)-]:!,)}"’

Ab A > 10 konnen poissonverteilte Zahlwerte ndherungsweise als normalverteilt mit Varianz gleich Er-
wartungswert betrachtet werden.

Fehleranzahl, Defektanteil, Schaltkreiskosten

Neue Antworten auf alte Fragen:

e Zu erwartender Defektanteil in Abhéingigkeit von der zu erwartenden Fehleranzahl bei konstanter
Fehlerentstehungsrate:

(4.42) ppr =1—e ¥
e Abweichungen deuten auf Fehlercluster. Fehlercluster signalisieren abstellbare Prozessprobleme

(Fehlervermeidung). In unserer idealisierten Fehlerkultur — Beseitigung aller erkennbarer Proble-
me — wird Fehlerzahl zumindest gegen Poissonverteilung tendieren.

e Zu erwartende Ausbeute fiir Schaltkreise und auch andere nicht reparierbare Systeme:

(4.44) py = e FCnor

e Kosten je verkaufbarer Schaltkreis und Entscheidungshilfe » Aussortieren oder Reparatur«:

(445) CIC _ CwMmic _ O’l‘r . #TT . el"C'fTr'#"""

22
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Bereichsschitzung Poissonverteilung

Fiir die betrachteten kleinen Zahlwerte von null bis < 10 wurden Tabellen erstellt fiir
e ) (kr,a1): Mindesterwartungswert A, um mit «; fiir einen Mindestzahlwert kj, zu garantieren,
e )\ (ky,as): max. Erwartungswert A, um mit as fiir einen max Zahlwert ky zu garantieren,

e [AL, Au] (kav, @): Min. und max. Erwartungswert zu einem tatséchlichen Zahlwert.
Aus diesen Tabellen lassen sich

e fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte Minima und Maxima fiir die Zahl-
werte,

o fiir gegebene Erwartungswerte und Minima bzw. Maxima fiir die Zdhlwerte die Irrtumswahrschein-
lichkeiten oder

o fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Z&hlwerte Erwartungswertbereiche ablesen.

Vorhersagen kiinftiger seltener Ereignisse, z.B. Katastrophen, bei null oder wenigen bisher beobachteten
Ereignissen sind sehr unscharf.

Normalverteilung, Bereichsschitzungen

Die Normalverteilung ist eine stetige Verteilung mit der Dichtefunktion:

(z—p)?
(4.46) fx (z) = \/%n e 2o mito =sd [X], n=E[X]

Zahlwerte meist ndherungsweise normalverteilt ab:

(4.47) 10-k<p<n—10-k mit p=> 7" p;

Fiir Bereichsschitzungen Transformation normalverteilter Zufallsvariablen und Bereichsgrenzen in die
der standardisierten Normalverteilung:

(4.48) Z =2k
(4.49) 7=k

Ablesen Irrtumswahrscheinlichkeiten aus Tabelle ® (z2) (siehe Folie Standardisierte Normalverteilung, Ab-
schn. 4.2.6):
o fiir » Wert kleiner als untere Bereichsgrenze«:

(450) (051 :@(21‘)217@(721):1*@(ﬁ)

(o8
o fiir » Wert grofer als obere Bereichsgrenze«:

(451) 0(2:]7(17)(2[]):17(17)(%)

Bereichsgrenzen fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten:

(4.52) L =p—0-zL=p—o0 - (1 —a)
(4.53) .T,U:/L-F(T-Z[;:/L+U~(I’71(1—(M2)
Intervallradius und symmetrischer Bereich:

/ / _ —1 @

(4.54) e=0-2 ' (1-9)

(4.55) st=[zr,zu] =pFo- -7 (1- %)

Symmetrischer Bereich des Erwartungswerts um einen experimentell bestimmten Istwert:

(4.57) sty = [pL, pu] = zav Fo- @71 (1— %)
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Bereichsschitzung fiir Zidhlwerte

Ober Schranke, untere Schranke und symmetrischer Bereich:

(4.59) rL=p-n—+/k-n-p-(1—p) (1 —ai)
(4.60) zu=p-n+En-p-(1=—p- - &1 —-a)

(4.61) st = [zn, 2] =p-nF/k-n-p-(1—p)-&* (1 — %)

Eintrittswahrscheinlichkeit, Intervallradius, Varianzkoeffizient fiir Eintritt und Nichteintritt:

(4.37) p= % = Iav

(4.62) =7 (1= 5) -\ Jn (5h [-2]7) fir p < 50%
(4.63) =0""'(1-9%)- \/H,~ <717iAV [—%T) fiir p > 50%
(4.64) srp = [pL, pu] = AV - (1 F &) fiir p < 50%
(4.65) stp = [pLopul = 1= (1= =4%) - (1 F &) fiir p > 50%

Geeignete Zihlwertgrofe:
(P—1(1-2))2
(4.66) pay > =@0-2)) S 2))" (1 p) fiir p < 50%

(1 Q)2
(-167) n — TAV 2 w [3 fiir [3 > 50%

Intervallradius kiinftiger Zahlwerte um einen experimentell bestimmten Istwert:

(4.68) srnx = [zL, zu] = finx F \/h “nNX - (:'fj\if +1) p-(1-p)- @' (1-%)
mit p = :,;“V’ und jinx = 7""\]7‘,‘:\';”
Varianzerh6hung

Varianzerh6hung und ihre Abschitzung:

(4.69) oo VarlX] _ o

n-p-(1—p) E[X]-(1-p)

(470) A= - Var[X] _ &2

B[X]-(1—p) f-(1=p)

Zwischen Modellfehlern gibt es auch, wenn identisch nachweisbare Fehler zusammengefasst sind, erheb-
liche Varianzerh6hungen durch gemeinsame Anregungs- und Beobachtungsbedingungen.

Zu viele Modellfehler im Vergleich zur Objektgréfse mindern ab einer gewissen Grofe die Varianz nicht
weiter und verbessern damit auch nicht weiter die Schétzgenauigkeit. Zur genaueren Abschéitzung Mit-
telung der Fehlerabdeckungen mehrerer Zufallstestsitze:

, =011 Jg- (-t 1
(4.71) er =@ (1 2) \/h’ <ﬁe"v-(n71Av) //1'471)

Auf (siehe Folie Nicht normalverteilte Zéhlwerte, Abschn. 4.2.8) hat die experimentell bestimmte Ver-
teilung der Anzahl der nicht nachweisbaren Haftfehler der ISCAS-Benchmark-Schaltung ¢2670 mehrere
Gipfel. Wie ist das moglich?
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3 Mischverteilung

Mischverteilung

Aus einer Grundgesamtheit gemischter Objekte mit unterschiedlichen Verteilungen wihlt eine diskrete
Zufallsvariable Y mit Verteilung

PlY =jl=h;
zufillig ein Objekt X; mit Verteilung Fx,; aus. Die resultierende Verteilungsfunktion, Verteilung bzw.
Dichte ergeben sich durch gewichtete Mittelwertbildung:

#Y
Fx (z) =P[X <a] =) h;-Fx;, (v) (4.72)
j=1
#Y
j=1
#Y
dFX X
fx (z) = dx( ) _ Zhj - fx, (@) (4.74)
=1
h; ‘Wahrscheinlichtkeit, dass ein Objekt mit Verteilungsfunktion j ausgewéhlt wird.

Zufallsvariablen mit einer Mischverteilung

e Eigenschaft einer Schraube (z.B. Linge) bei zufilliger Auswahl auf einer Kiste mit Schrauben
unterschiedlicher Hersteller.

o Fehleranzahl eines SW-Bausteins bei zufillige Auswahl aus Angeboten unterschiedlicher Program-
mierer mit unterschiedlichen Fehlerentstehungsraten.

o Schadenshohe eines zufilligen Schadens auf einer Menge unterschiedlicher Schadensklassen mit un-
terschiedlicher Kostenverteilung.

3.1 Eigenschaften

Varianzvergrofierung durch » Mischung«
Der Erwartungswert ist der gewichtete Mittelwert:

#Y
E[X]=p=> h;-p (4.75)

j=1

Varianz bei abweichenden Erwartungswerten p = u; 4 d;:

#Y
Var[X] =0 = Zhj B [(Xi = +65)°]

#Y
= by | E[(X; — )] =285 - E [(X; — ) ] +E [67]
P | —————— N —
= o2 0 52
J J
#Y #Y
Var[X]=0® =) hj 0+ h;-0; (4.76)
Jj=1 j=1

Mittelwert der Einzelvarianzen plus mittlere quadratische Abweichung der Einzelerwartungswerte vom
Gesamterwartungswert.
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Multimodale Verteilung

Beim Mischen von Grundgesamtheiten mit deutlich abweichenden Erwartungswerten entstehen multimo-
dale Verteilungen. Beispiel: Mischen von drei Normalverteilungen nach Gl. 4.74 mit:

[ h: [03]02]05 ]
pi | 20 | 40 ] 60
oi| 515 |5

_dFx (z) x—20 z — 40 x — 60

pz)=¢p (“’f’“) — Dichte der standardisierten Normalverteilung.

g

3% M1 = 20 M2 = 40
Ix()| 29 1 : ;
1% ‘ : 3 = 60
0 - “ : - . : T r
10 20 30 40 50 60 0
(4.75) EX|=p= Zjiyl hj - pj
(4.76) Var[X] =0 = 7Y hy-0F + Y70 hy - 63

[ [03]02]05 |
pi | 20 | 40 [ 60
o 5|5 |5

Erwartungswert:
1=0,3-20+0,2-40+ 0,5 60 = 42

Varianz, Standardabweichung:

02 =2540,3-(20—42)> +0,2- (40 — 42)> + 0,5 - (60 — 42)*> = 285
o =169

3.2 Anwendungen
Beispiel 4.14 Identisch nachweisbare Fehler

In einer Modellfehlermenge aus 25 Fehlern mit einer Nachweiswahrscheinlichkeit p = 60% seien zehn
Fehler identisch und die iibrigen Fehler unabhéngig voneinander nachweisbar.

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

a) Mischverteilung als Zusammensetzung aus zueinander verschobenen Binomialverteilungen?
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(4.30) PIX =K = () p" (1-p)""
(4.73) PIX =z] =Y h - P(X; =)

Binomialverteilung ohne die 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehler:

(n;lO) pk . (1 _p)nflofk 0 S k S n—10

P[Xo =k =
[Xo } {O sonst

Mit den 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehlern verschieben sich alle Wahrscheinlichkeiten um
10 Realisierung:

nflo) pk . (1 _p)nflofk' 0 S k S n—10

P[X: = k+10] = {( k
0 sonst

Mischverteilung:
PIX =kl=(1-p) P(Xo=k)+p -P(X1=k)

10%
5% { ‘
, af]‘ IT?T[ ‘T.
0 5 10 15 20 _k‘
b) Erwartungswert und Varianz?
(4.75) E[X]=pn=3""h;-py
(4.76) Var [X] = o® = Ziyl hj-o; + 272/1 hj - 83

Erwartungswert:
E[X]=25-p=25-60% = 15
Z(1—p) E[Xo]+p E[X1]=(1-06)-9+0,6-19 =15,
Varianz als Summe der Varianzen der Summanden:
Var[X]=15-p-(1—p)+10*-p- (1 —p) =115-p- (1 — p) = 27,6
=n-p-(1-p)+(1—p)- (E[X] - E[X])’ + p- (E[X:] - E[X])’

3,6 +  0,4-(9-15)2 +  0,6-(19—-15)2 =27,64/

c) Standardabweichung und Varianzerhéhung?

(4.9) sd[X] =0 = /Var [X]

(4.69) K= —erlX] -

np(1—p) _ E[X]-(1-p)

Standardabweichung:

sd[X] = \/27,6 = 5,25

276

T
Etwas kleinere Varianzerhchung als bei einer Modellfehlermenge aus paarweise identisch nachweis-
baren Fehlern.

Varianzerhohung: 77777

=1,84
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n Anzahl der Zidhlversuche, maximaler Zahlwert.

P Eintrittswahrscheinlichkeit.

Dichte nicht nachweisbare Fehler ¢2670

. in Abhingigkeit von der Linge N eines Zufallstests (sieche Folie Nicht normalverteilte Zahlwerte,
Abschn. 4.2.8):

— 4
il o Px=#] N=10
500
400 - 200 300 1
..»P[X:km N = 10°
300
200 4 = T 200 300 —
P[X=Fk
[ } N =108
100 ! !
108 102 10® 10* 10° 10° N N
0 100 ——

Im Bereich von N = 10* bis 10° multimodale Verteilung. Vermutlich ca. 80 sehr #hnlich nachweisbare

Fehler mit ¢; ~ 107 [I\S—g}

Objekte aus unterschiedlichen Prozessen

Bei der mechanischen Fertigung haben die Zielparameter, z.B. bei einer Bohrung Durchmesser und Tiefe,
eine Verteilung und einen Toleranzbereich. Entstehungshéufigkeit eines Parameterfehlers ist die Wahr-
scheinlichkeit, Parameter aufserhalb Toleranzbereich. Bei erkennbarer Polarisierung der Messwerte eines

Parameters: s
e Lokalisierung der Prozesse, deren Ergebnisse gemischt ‘/ sl
werden.
Zentrierung
e Prozesszentrierung: Verschiebung der Verteilung fiir jeden
Einzelprozess mit Hilfe von Einstelloptionen in die Mitte a EN
des Toleranzbereichs. ‘Stre.uung
verrmgern
o Prozessverbesserung: Verringerung der Streuung durch
technologische Neuerungen, neue Maschinen, Verfahren,
Toleranzbereich

(siehe Folie Prozesszentrierung, Abschn. 2.3.2)

Unterschiedlich gute Programmierer

Beispiel sei ein Software-Team, in dem ein Anfinger und ein Profi gemeinsam Software-Bausteine aus
N Code-Zeilen entwickeln, der Profi 66% der Bausteine mit ca. einem Fehler je 30 Codezeilen und der
Anfénger 33% der Bausteine mit einem Fehler je 15 Codezeilen:
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25% .

0%
P[X = kﬂ 15%.. -

0%

5%

0
50

10

Programm-
grofie C'in NLOC

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Modul genau k Fehler enthélt, ist 2/3 mal die Wahrscheinlichkeit, das
es k Fehler enthilt und vom Profi stammt plus 1/3 mal die Wahrscheinlichkeit, dass es k Fehler enthélt
und vom Anfinger stammt (vergl. Gl. 4.73):

25%
T 20% — g: ?go Programm-
PIX=HT 15y =300 gNrEféeCm
— C' =500

_ >
k — Anzahl der Fehler

Die Polarisierung nimmt mit der Gréfse der Software-Bausteine, die vom Profi und vom Anfénger getrennt
entwickelt werden, zu.

c Metrik fiir den Entstehungsaufwand, hier in NLOC (netto lines of code).
NLOC Netto Lines of Code, Anzahl der Code-Zeilen ohne Kommentar und Leerzeilen.

Bei einem guten Entstehungsprozess streben iiberwachte Parameter oft gegen eine Normalverteilung.
Polarisierungen (mehrere Gipfel) kénnen wichtige Informationen iiber Schwachstellen und Ansatzmog-
lichkeiten fiir Verbesserungen liefern:

o Abhingigkeiten bei der Fehlerentstehung, bei Ausféllen beim Fehlernachweis und beim Versagen
von Service-Leistungen,

e Vorliebe oder Neigung befragter Experten, z.B. bei der Einschitzung von Gefidhrdungen und Risi-
ken,

e Probleme eines Messverfahrens, ...

Wenn die Zufallsvariable ein Giitemaf$ ist, hat man es offenbar mit einer zufélligen Mischung von besser
und schlechter funktionierenden Prozessabldufen zu tun. Dann ist es natiirlich interessant, warum der
Entstehungsprozess mal besser und mal schlechter funktioniert, um das schlechter Funktionierende zu
eliminieren.

Spezielle Form des Lernen aus Fehlern.
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3.3 Tschebytscheffsche Ungl.

Bereichsschitzung, wenn Verteilung unbekannt

TL Tu €T
I :[L

Iwahrscheinlicher Bereichl

Die Bestimmung eines wahrscheinlichen Intervalls [Zmin, Tmax)
e auch moglich, wenn Verteilung unbekannt, multimodal, ...

e Voraussetzung: eine hinreichend kleine Varianz.

Tr,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.

a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
Pl...] Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses ...

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

7 Erwartungswert.

€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

PX <zp]=ay: ; P[X > 2y] = az
(e VAR

Xy, 1 A T

Nach der tschebytscheffschen Ungleichung ist die Irrtumswahrscheinlichkeit o, das der Wert einer Zu-
fallsvariablen mehr als ein Intervallradius € von seinem Erwartungswert abweicht, nicht grofser als das

Verhéltnis von Varianz und Intervallradius e:
2

PIX —ul>e] < 2 (4.77)

Intervallradius zur Irrtumswahrscheinlichkeit oy = ap = §:
e<y/Z = (4.78)
— o - \/E .

X Zufallsvariable.
g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
Bereichsschitzung

. . €. €
et U TN Pl TN
TL, n Ty x ML TAV MU

Wabhrscheinlicher Bereich kiinftiger experimenteller Ergebnisse bei bekanntem Erwartungswert E [X] =
PX:

(o4

st = [zL,zu] = p F 7= (4.79)
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Wahrscheinlicher Bereich des Erwartungswerts bei einer bekannten Realisierung zav:

sty = [pL, pu] = 2av F = (4.80)
g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.
KL, LU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T1,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
ST Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte.
STy, Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.

Vergleich mit Intervallradius Normalverteilung

Intervallradius fiir Normalverteilung und a3 = as = 5
(4.54) e=c- o' (1-92)

Intervallradius Tschebytscheffsche Ungleichung:

(478) e < g — 9

- @ Ve
sga'of“
o 455%10,26% [ 0 [ 4% [ 2% [ 1% [ 04% [ 0,2%
> 1(1-9) 2 3 412,05]2,3312,57| 2,88 | 3,10
| o™ [468 [1960] [ 5 [707] 10 [ 158 | 224 |

Beispiel 4.15 Tschebytscheffschen Ungleichung

Aus eine Stichprobe gemessener Widerstandswerte in k{2 soll auf den moglichen Bereich des Erwartungs-
wertes geschlussfolgert werden. Zugelassene Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.

a = 2%, Wertestichprobe: R; : 10,3, 10,5, 9,7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9,5

a) Ohne Kenntnisse der Verteilung tber die Tschebytscheffsche Ungleichung?

(4.13) ElX]=h=4 T
(4.14) Var [X] =62 = 1 - S8 (v — 1)
(4.79) st = [z, zu] = p F %

N 1

f= - (10,3 +...) kQ = 10,025 kQ

8

6 = \/% ((10,3 —10,025)* +...) kQ? = 647Q
Bereich des Erwartungswerts:

6472
V2%

st (R) = 10,025kQ F = [5,3kQ, 14,8k

b) Unter der Annahme, dass die Widerstandswerte normalverteilt sind?
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(4.55) st= [z, au]=pFo- &' (1-2)

@ 0,26% | 0| 4% | 2% | 1% | 0,4%
> 1(1-92) 3 412051233257 2,88

N — (67 A
st(R)y=pF o " (175) -G
— 10,025k F 2,33 - 647Q

= [8,5kQ, 11,5kQ)]

Weniger als halb so breiter Bereich im Vergleich zu [5,3k(, 14,8k(] aus Aufgabenteil a »ohne
Kenntnis der Verteilung«.

e" Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
R; Widerstandswerte in k.
Zusammenfassung

Misch- und multimodale Verteilungen

3% w1 =20 pe =40
fx(@)| 2% f f :
1% piz = 60

10 20 30 40 50 60 0

Mischung diskreter Verteilungen:

(4.73) PX =x] = Z;Yl hi - P(X; =x;)
Mischung stetiger Verteilungen:
(4.74) fx (x) = EXE =SV b fx ()
Erwartungswert:
(4.75) E[X]=p=37hi-py
Varianz:
(4.76) Var [X] = 0? = Zfé:yl hj - oF + Zjiyl hj - 63
Multimodalitit
3% =20 pe =40
fx(@)] 29 : 3 :
1% M3 : 60
0 ‘

10 20 30 40 50 60 70 >

Bei im Verhéltnis zur Standardabweichung grofsen Abweichungen der Erwartungswerte entsteht Multi-
modalitit, z.B.:

e Fiir die Anzahl der nachweisbaren Fehler bei einem Zufallstest und grofien Fehlerteilmengen, die
(fast) gleich nachweisbar sind.

e Mischung von Objekten aus unterschiedlichen oder sich dndernden Entstehungsprozessen.
Die Maxima liefern Hinweise auf Verbesserungsmoglichkeiten
o fiir Entstehungsprozesse zur Fehlervermeidung,

o fiir die Bewertung erfasster Daten, z.B. Erkennen unerwartete Abhéngigkeiten zwischen Z&hlwerten
und Vorlieben von Experten bei Befragungen,

e fiir Messverfahren, ...
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Bereichsschitzung

Bereichsschitzung fiir beliebige incl. multimodale Verteilungen:

o tschebytscheffschen Ungleichung:

(4.77) PlX —pl>el <%

e garantierbarer Intervallradius:

(4.78) e < o® _

o garantierbarer Bereiche fiir Realisierungen und Erwartungswerte:

(4.79) st = [z, 2u] = p F =
(4.80) sty = [pL, pu] = zav F =

4 Pareto-Verteilung

Pareto-Prinzip*

Ein kleiner Teil der Ursachen verursacht oft Mehrheit der Probleme:
e cin kleiner Teil der Fehler die Mehrheit der Fehlfunktionen,
e cin kleiner Teil der Fehlfunktionen den meisten Schaden,
e cin kleiner Teil der Tests weist die Mehrheit der Fehler nach.

Auch nach der Beseitigung der dominanten Ursachen gibt es in der Regel neue dominante Ursachen.
Ein bereits behandelten Beispiel ist die Verteilung der erforderlichen Testanzahl X fiir den Nachweis eines
zufdlligen Fehlers mit zufélligen Eingaben. Die Wahrscheinlichkeit, dass die erforderliche Nachweisldnge
nicht grofer N ist, ist die zu erwartende Fehlerabdeckung mit N Tests nach (Gl. 4.87)
K
Fx(N) =P[X<N] = prc (N) =1 — (l)

No

Ny Skalenparameter, hier Testanzahl, fiir die erkennbare Fehler bereits beseitigt sind.
K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

Der italienische Okonom Vilfredo Pareto untersuchte 1906 die Verteilung des Grundbesitzes in Italien und fand heraus,
dass ca. 20% der Bevdlkerung ca. 80% des Bodens besitzen. Das ist in den Sprachgebrauch als Pareto-20%-80%-Regel
eingegangen.

Pareto-Verteilung

Die Pareto-Verteilung
X ~ Par (K, Zmin)

ist die Verallgemeinerung auf eine stetige Zufallsgrofie z.B. die Zeit bis zum erstmaligem Auftreten eines
Problems oder die Schadenshohe. Verteilungsfunktion:

< min
Fx(e)=P[X<a]=4° o ©S° (4.81)
1 — (Zmin)™  sonst
Dichtefunktion fiir z > zpin:
K- "L‘rIr(lin
fx (@) = — 5 (4.82)

K>0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

Tmin > 0 Skalenparameter der Pareto-Verteilung.
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4.1 Eigenschaften

Eigenschaften der Pareto-Verteilung
e Einen Erwartungswert

~ K"Tﬁin K'mfsin . -K —-K
E[X]: Wmdm:ﬁ(hmxl _xrlnln)

Tmin

hat eine pareto-verteilte Zufallsvariable nur fiir K > 1:

K
E[X] =t = Zmin - ] (4.83)
e FEine Varianz existiert nur fir K > 2:
Var [X] = 0% = & - S S— ¥ (4.84)
(K-2)(1-K)
Fiir kleine Exponenten, z.B. fiir die Fehlernachweislinge mit 0 < K < 1, hat sie nicht einmal
einen Erwartungswert.
Formfaktor fiir die Pareto-20%-80%-Regel
Der Anteil der Ursachen U mit der gréfsten Wirkung:
* ~ K- «fgin Lmin ®
U N Wmin f (x) ’ dm - Wmin W ' dm - (m) (485)

hat mindestens die Wirkung: win = Tmin - U —%. Zu erwartende anteilige Wirkung und zu erwartende
Gesamtwirkung:

* K- Jjgin K Lmin K-t
~ K- mr}n(in K
(Voraussetzung K > 1). Anteilige Gesamtwirkung:
E [X|X > wmin} Lmin K=t K—1
W = = = =U K 4.86
E [X] Wmin ( )
\ U =20% |K=11]|K=12[K=115]|K=1175[|K = 1,16 |
(w = U= [ 864% [ 76,5% [ 811% | 787% [ 80,1%/ |
U Der Anteil der Ursachen mit der groften Wirkung.
w Anteil an der Gesamtwirkung.
Wmin Mindestwirkung des Anteils der Ursachen mit der gréfiten Wirkung.

4.2 Fehlernachweislinge

Verteilung der Fehlernachweislinge

Bei einem Zufallstest verlangt eine Verringerung des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler um eine
Dekade in der Regel eine Erhohung der Testsatzlinge um mehr als eine Dekade (siehe Abschn. 2.2.2):

—K
N
(3.11) prc =1-— <\712>
K 110503302

I fiir 1 — (N)=0,1 10 | 100 | 10% | 10*

No HFC =Y,
prc (N) Zu erwartende Fehlerabdeckung in Abhéngigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C' = 0.

N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.
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Daraus resultiert, dass die Nachweislinge X bei Abnahme des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler
nach Gl. 3.11 pareto-verteilt ist mit Ny als Skalenparameter und K als Formfaktor:

X ~ Par (K, Np)
Fx (N) = pre (N) =1 — (X)) fiir N > N, (4.87)

N

Wegen K < 1 hat die Nachweislénge keinen Erwartungswert. Beim Betrieb von IT-System mit pareto-
verteilter Nachweisldnge und Beseitigung aller erkennbaren Fehler sind auch nach sehr langer Nutzungs-
dauer weitere Fehler nicht ausschliefbar.

Es folgt ein Experiment zu Untersuchung, wie gut eine Pareto-Verteilung die Verteilung der Nachweisldnge
von Fehlern in IT-Systemen annihert.

Fx(N) Verteilungfunktion der Nachweislénge.

prc (N) Zu erwartende Fehlerabdeckung in Abhéingigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir FFC = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.

K Formfaktor der Dichte der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).

Fiir das Haftfehlerexperiment

N =430

N =250

N 0 200 400 7~

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). 3606 simulierte, unterschiedlich nachweisbare
Haftfehler. Zu erwartende Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler:

p(N) = 3606 - (1 — prc (N))

w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.
k Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler.

HFC Zu erwartende Fehlerabdeckung.

N Anzahl der Tests.

Pareto-Niherung

500 ] N . eingezeichnete Approximationen:
200 1 — - p(N) =550 ()T
_ S _ N\ —0,66
1285 NG p#(N) =17 (5500)
w1703
20 T \.\_\
10 5 h
5 3
3
I T T T ||||| T T T ||||| T T T |||||
102 103 100 N 10°
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Formfaktor K = 0,88 ndhert den Bereich N € [102, 104] und K = 0,66 den Bereich bis N € [104, 105]
besser an. Aber Achtung, fir N > 10 sind die Zahlwerte sehr klein und der Schitzfehler fiir den Erwar-
tungswert 1 (N) und damit auch fiir den Formfaktor K grof.

w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.

K>0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

4.3 Schaden durch MF

Schaden durch Fehlfunktionen

Die mdoglichen Schaden durch Fehlfunktionen von IT-Systemen sind vom Einsatz abhéngig und reichen
von »unerheblich« iiber sehr hoch (Verlust grofer Datenmengen) bis zu unbezahlbaren Katastrophen
(Krieg mit Atomwaffen (siehe Folie Der Preis fehlender Verlasslichkeit, Abschn. 1).

Anschaulich gilt das Pareto-Prinzip, dass ein kleiner Teil der MF den iiberwiegenden Teil des Schadens
verursacht.

Mangels verfiigbaren Schadensstatistik fiir I'T-Fehlfunktionen betrachten wir die Verteilung von Haft-
pflichtschiden einer Autoversicherung.

Verteilung von Haftpflichtschiden
Haftpflichtschiden iiber 100.000 SF einer Schweizer Autoversicherung*:

103.765, 109.168, 112.341, 113.800, 114.791,
115.731, 118.264, 123.464, 127.611, 133.504,
142.821, 152.270, 163.491, 164.968, 168.915,
169.346, 172.668, 191.954, 193.102, 208.522,
209.070, 219.111, 243.910, 280.302, 313.898,
330.461, 418.074, 516.218, 595.310, 742.198,
791.874, 822.787, 1.074.499

e Anzahl der Schadensfalle: 33

o Gesamtschadenssumme: 9.458.208 SF

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.

Aus Kliippelberg, C. and Villasenor, J. A. (1993) Estimation of distribution tails — A semiparametric approach, Bl.
Dtsch. Ges. Versicherungsmath. 21, No.2, 213-235..

Anniherung durch eine Pareto-Verteilung

Anzahl der Versicherungsfille mit einem Schaden grofer s:

303 ‘ ‘ | ‘ ‘ SEREREREERS
T ook T e S N SRR L Lo i
Al 20 ; ; ; : : : : :
a
2
£ :
< ;
gz ;
> : : 3
SO2p e Rt 1 R SR SRR s A <
N Ausgleichsgerade H(X > d) =~ 40 - 135 P
1 i i i ! i : ; 1 |
1 2 3 4 5 6 7§

Mindestschaden d in 100.000 SF
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Pareto-Verteilung der Schadenshéhe ab dp,;, = 10.000 SF::

Fx(d)=P[X <d =1- (din)K_l <£5>1,2

H(X >d) Anzahl der Schadensfille mit einem Schadenskosten grofer d.

d Schadenskosten in Schweizer Franken.

dmin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.

Erwartungswert (Gl.4.83):

J K 12
mRURE 1 12-1

M = dmin = 600.000 SF

Eine Pareto-Verteilung hat erst fiir ' > 2 eine Varianz. Alle im Kapitel behandelten Bereichsschét-
zungen incl. iiber die Tschebytscheffsche-Ungleichung nicht anwendbar. Abschétzung, wie viel Geld ein
Versicherungsunternehmen als Riicklage haben muss, um jeden Schaden erstatten zu kénnen, schwierig.
Vermutlich haben Versicherungen deshalb eine max. Deckungssumme.

Der Autor geht davon aus, dass kiinftig Schiden durch IT z.B. in autonomen Fahrzeugen dhnlich wie
heute Haftpflichschiden durch Personen versichert werden.

Hd Zu erwartende Schadenskosten in Schweizer Franken.

dmin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.
K>0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.

Zusammenfassung

Verteilungsfunktion und Dichte der Pareto-Verteilung:

xz S Tmin

0
4.81 Fx(z) =P X<z| =
( ) X (T) [ 7T] {1 o (:ﬂl;m )K sonst

\"‘.Trk,-
(4.82) fx (z) = Emin

Erwartungswert fiir & > 1:

(4.83) E[X] =g = Zmin - 27

K

Varianz fir k > 2:

(4.84) Var [X] = 0 = a3, - m

Die Pareto-20-80-Regel beschreibt den Sonderfall K = 1,16.

Fiir Uberschliige kann die Fehlernachweislinge als pareto-verteilt mit 0 < K < 1 betrachtet werden. Kein
Erwartungswert:

(4.87) Fx (N) = prc (N) =1— (%)1R fiir N > Ny

Die Beispielsschadenszahlen liefien sich durch eine Pareto-Verteilung mit K = 1,2 anndhern, d.h. Erwar-
tungswert ja, Varianz nein.



