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Verteilung
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1. Verteilung

Zufallsexperiment, Zufallsvariable, Verteilung

m Zufélliges Ereignis: Ereignis, das weder sicher noch unméglich ist,
sondern mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit eintritt.

m Zufallsexperiment: Experiment mit mehreren méglichen
Ergebnissen und zufalligem Ausgang.

m Zufallsvariable: Verénderliche, die ihre Werte in Abhangigkeit vom
Ergebnis eines Zufallsexperiments nach einer
Wabhrscheinlichkeitsverteilung annimmt.

m Verteilung: Eine Verteilung ordnet den méglichen Werten einer
Zufallsvariablen (also den Ergebnissen eines Zufallsexperiments)
Wabhrscheinlichkeiten zu.

Im weiteren interessierende Zufallsvariablen:
m Anzahl der Fehlfunktionen (aufgetretene, erkannte, ...),
m Anzahl der Fehler (entstandene, beseitigte, vermiedene, ...),
m Lebensdauer,
m Schadenskosten, ...
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1. Verteilung

Bernoulli-Versuch
Das einfachste Zufallsexperiment. Zweipunktverteilung:

PX=0 =1-p

PIX—1 —p (3.1)

Zufallsexperimente mit mehr als zwei méglichen Ergebnissen lassen
sich in je einen Bernoulli-Versuch je Ergebnis aufspalten:

A — 0 Ereignis nicht eingetreten
" |1 Ereignis eingetreten

X Zufallsvariable.

P[...] Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses ...
p Eintrittswahrscheinlichkeit.

A; Ereignis A;.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Charakteristische Gré3en
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Charakteristische Grofsen einer Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion:

Fx(z) =P[X < 1] (32)
Dichtefunktion fur stetige Zufallsvariablen:
dFx(x)
)= 33
fx(@) = =3 (3.3)
Verteilung flr diskrete Zufallsvariablen:
Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen:
#x
EX]=p=1 pi-z (3.4)
=1
X Zufallsvariable.
z; Realisierung (mdéglichen Wert) i der Zuvallsvariablen X.
#x Anzahl der méglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
i Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung ;.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen:

IE[X]:,uz/ fx (z) -z -da (3.5)
Varianz, mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:

Var [X] = 0 = E [(X — E[X])’] (3.6)
Standardabweichung, Wurzel aus der Varianz:

sd [X] = v/Var [X] (a - \/ﬁ) (3.7)

Speziell flir Z&hlergebnisse von n Zahlversuchen:
m Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit:
p=~ (3.8)
m Varianzkoeffizient des Eintretens bzw. Nichteintretens als Maf3e der
Schatzgenauigkeit:
oy = fiir p < 50%

oy = TLL_M fur p > 50% (39)

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
o Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintrittszahlwert.
oF Relative Standardabweichung zum erwarteten Nichteintrittszahlwert.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024

9/203



1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Wahrscheinlicher Bereich

Bereich [z1,, 2], die der Wert der Zufallsvariable X mit einer
Wahrscheinlichkeit 1 — (a; + a2) annimmt:

fx(@)]

Oélex(CCL) OéQIl—Fx(.Iu)

= [ fx(2) -dx &2 = [ fx(@)-dz
o oun oz =z
ap = Fx (1) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte
unterhalb des geschéatzten Bereichs liegen.
ag=1-— Fx (zy) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte

oberhalb des geschétzten Bereichs liegen.
Bei «; = 0 gibt es nur eine Ober- und bei oy = 0 nur eine Untergrenze.

€1, €2 Intervallradius, Abstand der unteren bzw. oberen Bereichsgrenze vom Erwartungswert.
a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.

u, zr,, vy  Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

Fx (x) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X .
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Diskrete Verteilung

Zufallsvariable X kann nur eine abz&hlbare Menge von diskreten
Werten x; annehmen, z.B.:

z; 2 3 4 5 6 7
PIX =a;] =p; | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(z)=P[X < ;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

100%
80% Fx(z)
60%
40%
20%

—

z 2 3 4 5 6 7

P[X =z;] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X .
Fx (z) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X .
Di Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung ;.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Erwartungswert und Varianz

T; 2 3 4 5 6 7
PX =a;] =p; 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(zx)=P[X <x;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%
Erwartungswert, mit den Auftrittswahrsch. p; gewichteter Mittelwert:
E[X]=p=Y1" pix (3.4)

Fir das Beispiel:
6% -24+10%-3+18% -4 +24%-5+28% -6+ 14%-7=5
Varianz, mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:
Var[X] =02 =E [(X ~E[X])? (3.6)

Var [X] = 0 = 3312 pi - (a2 — E[X])? (3.10)
Fir das Beispiel:
02 =6%-(2—5)°+10%- (3—5)°+...+14%- (7 —5)° = 1,96

#a Anzahl der mdéglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Standardabweichung

Quadratwurzel aus der Varianz, MaB fir die Abweichung vom
Erwartungswert bzw. die Breite des wahrscheinlichen Bereichs:

o=+o? (3.7)
Fur das Beispiel: o=+/1,96=14

60% o ——— 1 B +— Bereich von X mit

40% ' L Ty * Wahrscheinlichkeit
. . . 1-— a1 — Q2

20%

l--1 Bereich y F o
2 3 4 u 6 7z
Irrtumswahrscheinlichkeiten fir X auBerhalb [z, zu]:
ar =P[X <z ] = Z P[X = x]
x,;<Ty,

az =P[X > ay] = Z PIX = z]
T; >TyU
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Steinerscher Verschiebungssatz

Die Varianz ist gleichfalls die Differenz aus dem Erwartungswert der
Quadrate und dem Quadrat des Erwartungswertes*:

Var [X] =E [X*] - E[X]* (3.11)
Herleitung:
Y- (@ —E[X])? = S pi- (w?ﬂmﬂE[XH]E[X]z)
_Zz 1Pi - Ty ;-2 E[X]- Zz 1Pi - Ti +E[X ] Zz 1Pi
N —_— N——

E[x2] E[X] R

Fir das Beispiel zuvor:
2= 6%-224+10%-3% +18%-4? +24%- 5% +28%- 6 +14%- 7> — 5% = 1,96

#x Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
x; Realisierung (moglichen Wert) 4 der Zuvallsvariablen X .
Di Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung ;.
* numerische Probleme, wenn E [X?] und E [X]? fast gleich sind.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Stetige Verteilungen

Zufallsvariable X ist stetig und hat im Intervall « < X < b unendlich
viele Auspragungen. Beschreibung durch die Dichte:

fx(z) = Ex@ (3.3)
Fx (m):/z fx () -du firX eR (3.12)
1
0,81
061 Fx(@)
0,4
0.2 fx(@)

Fx(z) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X .
fx () Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

1
0,8 -
0,6 - - wahrscheinlicher
0,4 - Bereich
0,2 1 l--1 Bereich p £+ o

Erwartungswert:
EX]=p= [ fx(z) = dz (3.5)
Varianz:
Var [X] = ¢ = /_ fx () (z —E[X])? dz (3.13)
= /jo fx (z)-2° - de — E[X]? (3.14)
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

1
0,8 -
0,6 - - wahrscheinlicher
0,4 - Bereich
0,2 1 l--1 Bereich p £+ o

T, W zy ¥
Wahrscheinlichkeit, dass X in einem Bereich [z, zyu] liegt:

P[.’L’L ngxU] ZFX (:IJU)—FX (LEL)

Z/zZUfX(w)'dm

Bereichsgrenzen:
-1
zr = Fx (1)
-1
Ty = FX (1 — az)
at, oo Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.

w, r1,, vy Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.
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1. Verteilung 1. Charakteristische Grofien

Erwartungswert und Varianz Datenstichprobe

Far eine Datenstichprobe einer Zufallsvariable X
v = (V1,V2,...,V40)

ist der im weiteren verwendete Schatzer flr den Erwartungswert:
E[X]=p= L > v (3.15)

Der Schatzer flr die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung
vom geschatzten Erwartungswert:

#v

Var[X] =6 = ot > (v — ) (3.16)

sd [X] =6 =V52 (3.17)

Divisor um eins kleiner als #v, d.h Abschatzungen von Varianz und
Strandardabweichung erfordern StichprobengréfBe #v > 2.

#v GréBe der Datenstichprobe.
v; Wert ¢ der Datenstichprobe.
B Schatzwert.
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Lineare Transformation
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Lineare Transformation

Lineare Transformationen sind Multiplikationen und Additionen einer
Zufallsvariablen mit reellen Zahlen. Der Erwartungswert vervielfacht
und erhdht sich um dieselben Werte:

Ela- X +b =a-E[X]+b (3.18)

Bei der Varianz entfallt die Verschiebung und der Skalierungsfaktor
geht im Quadrat ein:

Var[a - X + b] = a® - Var [X] (3.19)

Die Varianz ist insbesondere verschiebungsinvariant und bleibt bei
einer Spiegelung der Verteilung gleich:

Var [-X] = (=1)? - Var [X] = Var [X]
Beweise durch Nachrechnen folgen spéter als Ubungsaufgaben.

a, b Beliebige reele Zahlen.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 20/203



1. Verteilung

Kontrolle am Beispiel

] Realisierung = von X | 1] 2] 3]
RealisierungyvonY =5—-2X | 3 1 -1
PY =y =P[X = 1] 03] 0502

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3)

] = 03-1405-2+03-3=1,9
] = 03-140,5-2°40,3-3°-1,9°=0,49
[Y] = 03:-3+05-140,2-(-1)=1,2
Var[Y] = 0,3-3240,5-1°+0,2-(-1)> - 1,2 = 1,96
Y] = 5-2-E[X]=5-2-1,9=12y/

Y] = (=2)*-Var[X]=4-049=4-0,5—4-0,1=1,96y/

2. Lineare Transformation
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1. Verteilung

2. Lineare Transformation

Summe von Zufallsvariablen

Die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen ordnet jedem der
maoglichen Werte der Summe die Wahrscheinlichkeit zu, dass die

Summe diesen Wert hat (Faltung):

o [ T[54 w [2[3][4]
[PX=2,][01[04]05] [PV =y]][03[06]01]
PIX+Y =3 = P[X=1]-P[Y =2
PX+Y =4 = P[X=1]-P[Y =3]
PX+Y =5 = PX=1 -PY=4+P[X=3]-P[Y =2
PX+Y =6 = PX=3-PY=3+P[X=4]-P[Y =2]
PX+Y =17 = P[X=3-PY=4+P[X=4]-P[Y =3
PX+Y =8 = P[X=4]-P]Y=4]

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Inform.

atik, TU Clausthal (TV_F3)
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Fur die Summe von Zufallsvariablen ist der Erwartungswert gleich der
Summe der Erwartungswerte:

E[X +Y]=E[X] +E[Y] (3.20)
Die Varianz ist die Summe der Varianzen plus doppelte Kovarianz:
Var [X + Y] = Var [X] + Var[Y] + 2 - Cov [X, Y] (3.21)
mit der Kovarianz:
Cov[X,Y]=E[(X —E[X])- (Y —E[Y])] (3.22)

Fir unabhéngige Zufallsvariablen ist die Kovarianz null und die Varianz
die Summe der Varianzen der Summanden:

Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y] (3.23)

Die Beweise fur diskerte Zufallsvariablen durch Nachrechnen folgen
als Ubungsaufgaben.

X, Y Zufallsvariablen.
El...] Erwartungswert von ...
Var[...] Varianz von ...

Cov[X,Y] Kovarianz der beiden Zuvallsvariablen.
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Produkte und Quotienten von Zufallsvariablen
Jede Zufallsvariable X ist die Summe von Erwartungswert und einer
zufalligen Abweichung von Erwartungswert mit Erwartungswert null:
X =E[X]+ XA mitE[XA] =0 und Var[X] = Var[Xa]
Produkt zweier unabhéngiger Zufallsvariablen:
XY = (E[X] + Xa) (E[Y] +Ya)

X]JE[Y _1+]E[X +]EY] +4£TX]JE[Y

Der Erwartungswert ist das Produkt der Erwartungswerte:

EX-Y] _ E[(XA] | E[YaA] ; —_0- _
BX]E] — 1+ B[X A]‘ + ]E[YA] mit E [XA] =0; E [YA] =0
EX - Y]=E[X]-E[Y] (3.24)

Fur unabhéngige Zufallsvariablen addieren sich nach Gl. 3.23 die
Varianzen:

Var [W] Var [1] +Var [X—X] + Var [ ]]
0
z2T Vernachlgsigbar fir Xa < E[X]und Ya < E[Y].
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Nach GlI. 3.19 Skalierungen quadrieren, Verschiebungen entfallen:

X =E[X]+Xan — Var [E[X ] Var[ X] 1] = \ﬁ;{[])g]
Var[X-Y] _ Var[X] + Var[Y] (325)

E[X]?-E[Y]? — E[X]? E[Y]?

Quotient zweier Zufallsvariablen:
X _ EX]+Xa _ (B[X]+Xp)-(E[Y]-Ya)
Y T E[Y]+Ya EYT+Ya) (E[Y]=Ya)

X XA YA XA-Y,
EX] _ MEX]EY] BEXTEX] _ g 4 Xa | Ya
Y - Y - ]E[X E[Y]
E[Y] 1= ]
Erwartungswert:
E[X/Y]=E[X]/E[Y] (3.26)
Varianzen:
Var[X/Y] __ Var[X] + Va[;[]);] (327)

E[X/Y]> — E[X]?

Bei Multiplikation und Division addieren sich die quadrierten Varianzko-
effizienten, vorausgesetzt sie sind klein. J

16. Tanuar 2024
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation

Gemessener Wert und Messfehler

In der Messtechnik gilt fir jeden gemessenen Wert:
Xv =X + Xr (3.28)

Alle drei Gr6Ben haben einen Erwartungswert und eine Varianz. Mit
dem Messwert und dem Messfehler als unabhangige Zufallsvariablen,
gilt fur diese:

E [Xu] E[X] + E [X] (3.29)
Var [Xm] = Var[X]+ Var [X¥] (3.30)

m E [XF] — Erwartungswert, sytematischer Messfehler
m sd [XF] = / Var [XF] — Standardabweichung, zufélliger

Messfehler.
XM Zufallsvariable gemessener Wert.
X Zufallsvariable zu messender Wert.
Xp Zufallsvariable Messfehler.
E[...] Erwartungswert von ...
Var [...] Varianz von ...
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation
Beispiel 3.1: Messfehler

Der gemessene Wert R\ einer Widerstands-Charge ist im Mittel 1010
und hat eine Standardabweichung von 11,18 Q2. Die Messung habe einen
systematischen Fehler Rr von 12 und eine Standardabweichung von
5.

E [Ry] = 10109, sd [Ry] = 11,18, E[Ry] = 12Q und sd [Rg] = 5.

Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat der zu
messende Wert?

Rm Gemessener Widerstandswert.

Rp Messfehler des Widerstandswertes.
El...] Erwartungswert von ...

Var [...] Varianz von ...

sd[...] Standardabweichung von ...
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1. Verteilung 2. Lineare Transformation
E[Ry] = 10109, sd [Ry] = 11,189, E [Rp] = 12Q und sd [Rr] = 5 Q.

Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat der zu
messende Wert?

E[Xy] = E[X] + E [Xp] (3.29)
Var [Xy] = Var [X] + Var [XF] (3.30)

sd [X] = +/ Var [X] (8.7)

Die Zufallsvariable in der Aufgabe ist R statt X und gesucht sind Er-
wartungswert und Standardabweichung des tatsachlichen Wertes:

E[R] = E[Ru]—-E[Rr]=10102—12Q =998 Q
Var[R] = Var[Rwm]— Var[Rr] = (11,182)% — (5Q)> = 100 Q°
sd[R] = 10Q

Der (tats&chliche) Messwert hat eine kleinere Standardabweichung als
der gemessene Wert.

R Zu messender Widerstandswert.
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1. Verteilung 3. Verteilung von Zghlwerten

Verteilung von Z&ahlwerten
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iy 1. Verteilun 3. Verteilung von Zihlwerten
2 4 g

Verteilung von Zdahlwerten

Ein zufalliger Zahlwert X, z.B. die Anzahl der korrekt ausgefuhrten
oder fehlerhaft ausgeflihrten Service-Leistungen lasst sich als Summe

X = zn:Xi
i=1

»potentieller Z&hlwerte« X; mit der Bernoulli-Verteilung (Gl. 3.1):

PIXs=1] =pi

beschreiben.

] Zahlwert X | potentielle Zahlwerte X; € {0,1} |
Fehlfunktionen (MF) | geleiste Service-Leistungen (DS)
Fehler potentielle Fehler
nachweisbare Fehler vorhandene Fehler
i Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Z&hlversuch i eins ist.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
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1. Verteilung 3. Verteilung von Zghlwerten

Erwartungswert und Varianz der Summanden

]P)[X»L:l] = Pi

Erwartungswerte der Einzelereignisse:
EXi]=(0-pi) 0+p;i-1=p;
Varianzen nach dem Verschiebungssatz:

Var [X;] = (1 —p;) - 0*+p; - 12 —pZ =p; - (1 — py)

X Potentielle Zahlwerte, Zufallsvariablen mit Wertebereich X; € {0, 1}.
Di Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Z&hlversuch i eins ist.
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1. Verteilung 3. Verteilung von Zahlwerten

Der Erwartungswert der Summe ist die Summe der Erwartungswerte
(Gl.8.18):

E[X]=p (331)
i=1

Fir die Varianz wird oft unterstellt, das die zu z&hlenden Ereignisse,
wie das Auftreten unterschiedlicher Fehlfunktionen, nicht voneinander
abhangen (Varianz der Summe gleich der Summe der Varianzen der
Summanden, Kovarianz null, Gl. 3.20):

n
Var [X] =) pi- (1—pi) (3.32)
1=1
i Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Z&hlversuch i eins ist.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
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1. Verteilung

Berechnung der Verteilung

3. Verteilung von Zahlwerten

Bei Addition der nachsten bernoulli-verteilten Zufallsvariable X; erhdht
sich der Zahlwert mit Wahrscheinlichkeit p; um eins und bleibt mit

Wabhrscheinlichkeit 1 — p; gleich:

Berechnung der pi |[k=0[k=1]k=2]k=3]k=4
Verteilung: P.[X =k] [ 30% || 70% | 30%
Po[X = k] | 50% || 35% | 50% | 15%
PiX=0=1-m P3[X = k| | 40% || 21% | 44% | 29% | 6%
P [X=1=p P4[X = k] | 10% |[18,9%41,7%|30,5%| 8,3% | 0,6%

Wiederhole flur ¢=2 bis n

Pi [X =0] =Pi—1 [X =0]- (1 —p;)

Pi[X:i]:Pifl[X:i—l}'pi

Wiederhole fir k=1 bis 71—1
Pi[X =k =Pia[X =k (1-pi)

P [X =k —1]-p;
P; [X=k] Verteilung der Summe ersten i Zahlerwerte X = >°"_, X;.
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1. Verteilung 3. Verteilung von Zahlwerten

Erwartungswert und Varianz fiir das Beispiel

pi 30% 50% 40% 10%
k 0 1 2 3 4
Py X = k]| 18,9% | 41,7% | 30,5% | 8,3% 0,6%

Erwartungswert der Summe aller n = 4 Summanden:
E[X]=189% -0+41,7%-1+30,5% -2 +8,3% -3+ 0,6% -4 =1,3
Als Summe aller p; nach GI. 3.31 ist die Berechung kurzer:
E[X] = 30% + 50% + 40% + 10% = 1,3
Die Varianz betragt nach dem Verschiebungssatz Gl. 3.11:

18,9% - 02 +41,7% - 12 + 30,5% - 22 + 8,3% - 3% + 0,6% - 42 — 1,32 = 0,79
Vereinfachte Berechnung nach Gl. 3.32:
Var[X]=10,3-0,74+0,5-0,5+0,4-0,64+0,1-0,9=0,79
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1. Verteilung

Prof

Beispiel einer Zahlverteilung

Mit Matlab schritt-

weise berechnete 80%.,.
Zé&hlverteilung. ‘
Die Eintrittswahr- — 60%
scheinlichkeiten I T

der Zahlereig- = 40%
nisse siehe Kasten &

im Bild. Erwartungs- ~ 20%
wert und Varianz

fir alle 30 Summanden: 8

E[X]=7,05

Var [X] = 2,19
Wahrscheinlicher
Bereich ca. 5 bis 15.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3)

3. Verteilung von Zahlwerten

10,4824 0,0788 0,4853
- | 0,4786 0,2427 0,4001
10,0709 0,2109 0,4579
.. 0,3961 0,4797 0,3279
10,0179 0,4246 0,4670
10,3394 0,3789 0,3716

p; fur i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488
0,1392 0,2734 0,4788

10,1961 0,327 0,0856
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Zusammenfassung
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Zufallsvariable und Verteilung

Eine Zufallsvariable ist eine Veranderliche fur das Ergebnis eines
Zufallsexperiments.

Die Verteilung ordnet den mdglichen Werten z; einer diskreten
Zufallsvariablen X Wahrscheinlichkeiten P [X = x;] zu.

Die Verteilungsfunktion Fx (x) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass
eine Zufallsvariable X maximal den Wert x hat :

Fx(z) =P[X < a] (3.2)
Die Dichtefunktion beschreibt fir eine stetige Zufallsvariable die
Zunahme der Verteilungsfunktion mit x:

Fx (o) = S5 (33)
Bernoulli-Verteilung:

B[

X=0 =1-p
P[X =1

] = (3.1)
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

Erwartungswert einer diskreten Verteilung:

E[X]=p=Yipi (34)
Varianz einer diskreten Verteilung:
Var[X] =02 =E [(X ) [X])ﬂ (3.6)
Standardabweichung:
sd [X] =0 = y/Var [X] (3.7)
Verschiebesatz:
Var [X] = E[X?] - E[X]? (3.11)

Erwartungswert einer stetigen Verteilung:

EX]=p= [ fx(2) 2 da (3.5)
Varianz einer stetigen Verteilung:
Var [X] =02 = [*_fx (z) (x —E[X])* dz (3.13)
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1. Verteilung

4. Zusammenfassung

Erwartungswert und Varianz einer

Datenstichprobe

Schéatzer fur den Erwartungswert:
EX]=p=4 Tlv
Schatzer fir die Varianz:

Var[X] =62 = &2 - S (u

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3)
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- )’ (3.16)
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Lineare Transformationen und Summen

Erwartungswert einer linearen Transformation:
Ela- X +b=a-E[X]+b (3.18)
Varianz einer linearen Transformation:
Var[a - X +b] = a? - Var [X] (3.19)
Erwartungswert der Summe zweier Zufallsvariablen:
EX +Y]=E[X]+E[Y] (3.20)
Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen:
Var [X + Y] = Var [X] 4+ Var [Y] 4+ 2- Cov [X, Y] (8.21)
Definition der Kovarianz:
Cov[X,)Y]=E[(X -E[X])- (Y —E[Y])] (3.22)

Varianz einer Summe unabhangiger Zufallsvariablen:
Var [X 4+ Y] = Var [X] + Var [Y] (3.23)
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung
Fiir kleine Abweichungen vom Erwartungswert

Erwartungswert des Produkts zweier unabhangiger Zufallsvariablen:

E[X -Y]|=E[X]-E[Y] (3.24)
Varianz des Produkts zweier unabhangiger Zufallsvariablen:
Var[X-Y] _ Var[X] Var[Y]
EXPEY]® — EXI® T BEYT? (3.25)

Erwartungswert des Quotienten zweier unabhangiger Zufallsvariablen:
E[X/Y]=E[X]/E[Y] (3.26)
Varianz des Quotionen zweier unabhangiger Zufallsvariablen:

Var[X/Y] _ Var[X] + Var[Y]
E[X/Y]? — EXJ? E[Y]?

(3.27)
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Messwerte

Erwartungswert gemessener Werte:
E [Xu] = E [X] +E [X¢]

Varianz gemessener Werte:
Var [Xu] = Var [X] + Var [XF]

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3)
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1. Verteilung 4. Zusammenfassung

Verteilung von Zahlwerten

Erwartungswert und Varianz:
E[X] =" pi (3.31)
Var [X] =327 pi - (1 —pi) (3.32)

Berechnung der Verteilung:
Pi[X=0=1-—pm
P1 [X = 1] =P1
Wiederhole flir ¢=2 bis n
Pi [X =0] =Pi1 [X =0]- (1 —ps)
Pi[XIi]IPifl [Xzi—l}-pi
Wiederhole fir k=1 bis 71—1
P; [X:k] :Pifl[XIk]-(l—pi)-i-Pifl[sz—].]-pi
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2. Ndherungen

Naherungen
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2. Néherungen 1. Binomialverteilung

Binomialverteilung
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung
4 3 eoo
(2)=% 333

Fir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezahlt
werden, ist die Summe der gezahlten Ereignisse binomialverteilt

X ~ Bin(n,p)

OcOeeo0
[ JeX Nel
L X NeNe]

Binomialverteilung

Binomialverteilung:

PIX =k = (Z) (1 —p)F (3.33)

Erwartungswert einer Binomialverteilung:
EX]=p=n-p (3.34)
Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung:

Var[X]=0"> = n-p-(1—p) (3.35)
sdX]=0 = n-p-(1—p) (3.36)
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
P Eintrittswahrscheinlichkeit.
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2. Ndherungen

1. Binomialverteilung

Binomialverteilung vs. allgemeine Zdhlverteilung

Binomialverteilung Zihlverteilung

0%, I
Lo =

ad
o | 60%
0%

20%

p;i fiir i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488

2]0,1392 0,2734 0,4788
10,4824 0,0788 0,4853
10,4786 0,2427 0,4001

0,0709 0,2109 0,4579

+{0,3961 0,4797 0,3279

0,0179 0,4246 0,4670

10,3394 0,3789 0,3716
10,1961 0,3277 0,0856

0

10 7

Eine Binomialverteilung mit p = 1 - ™" | p; nahert eine Zahlverteilung

gut an und berechnet sich aus nur zwei Parametern.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zahlenden Ereignisse.
i Eintrittswahrscheinlichkeit Zahlereignis .
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung

Bereichsschédtzung fiir eine Fehleranzahl

Die mittlere Nachweiswahrscheinlichkeit von 10 Fehlern sei 30%.

Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei von 10
Fehlern nachgewiesen werden?

PIX=K=)pF-1-p"" (3.33)

Mindestens zwei Fehler:

PX>2 = 1-P[X <1]
1
10 k 10—k
= 1- -0,37-(1-0,3
3 (1) 03t u-os

1- (0,7 +10-0,3-0,7%)
85%

Q
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung

Varianzobergrenze fiir unabhéngige Zahlwerte

Bei gleicher Anzahl von unabhangigen Zahlwerten n und

p= l - >, p; ist die Varianz der Binomialverteilung eine obere

Schranke der Varianz einer Zahlverteilung:

o —Zpl Y<n-p-(1-p) (3.37)

Damit sind bei Ann&herung einer Zahlverteilung durch eine
Binomialverteilung die geschatzen Bereiche bzw.
Irrtumswahrscheinlichkeiten pessimistische Abschatzungen. Fir die
beiden Verteilungen der Folie zuvor gilt fir n = 30:

| — Binomialverteilung
15% — Zahlverteilung
P[X:k]T* w=9,36
o =239
5% n-p-(1-p)=254
0 Ll H “ [T
15 E
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung

Beweis Ungleichung 3.37 durch Nachrechnen

Ersatz der individuellen Auftrittswahrscheinlichkeiten der zu zahlenden
Ereignisse durch die mittlere Wahrscheinlichkeit und eine Differenz, die
im Mittel null ist;

Di =p+5i mit Z(Sl =0
i=1
Varianz der Z&hlverteilung:
o = Z(p—i—éi)-(l—p—é,-)
i=1
= > (p-p*—p-6i+di—pdi—05)
i=1
> l-p)+D) (Gi—2-p-6i)=) 5
i=1

i=1 =1

N——
n-p-(1-p) (1-2p)- 327, §;=0 >0

0> < mn-p-(1—p) (Varianz Binomialverteilung) /
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung

Schatzer fur Zahlwerte

H=mn-p (3.34)

o®<n-p-(1-p) (3.37)

Fir praktische Abschatzungen wird die Ungleichheit in (Gl. 3.37) im Wei-
teren in einen Korrekturfaktor « < 1 versteckt, der bei Abhangigkeiten

zwischen den Zahlwerten deutlich gré3er eins sein kann (siehe Abschn.
3.2.8):

c=+vk-n-p-(1—p) (3.38)

Schatzer fir Erwartungswert, Standardabweichung und Eintrittswahr-
scheinlichkeit zu einem experimentell bestimmten Z&hlwert xay:

= zav (3.39)

p=1L=2av (3.40)
A x
6= \/rzav- (1Y) (3.41)

i, & Schéatzwerte fur Erwartungswert und Standardabweichung.

D Schatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Z&ahlwert.
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2. N'eiherungen 1. Binomialverteilung

Intervallradius wahr- 2...3-pu- o, fir p < 5
scheinlicher Werte: ~ 2...3-(n—p)- oz filr p> 3
fx(x)t €1 =
T — + + T T
T = TAv U g

Ein Man fir die Schatzgenauigkeit ist der Varianzkoeffizient des Eintritts-
bzw. Nichteintrittsz&hlwerts (GlI. 3.9). Mit Gl. 3.39 und Gl. 3.41 ergibt sich
abschéatzungsweise:

o g = n-(# [—l]*) fiir p < 50%

o =t = \/ﬁ. (=2 [-2)7) e > 50%
Spéater wird gezeigt, dass gréB3ere Zahlwerte oft normalverteilt und die
Intervallradien 2 bis 3-mal so breit wie die Standardabweichung sind.

(3.42)

oy, OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszahlwert.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.

n Anzahl der Z&hlversuche, maximaler Zahlwert.

-] Term fiir kleine und groBe p und grobe Uberschlage vernachlassigbar.
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2. Ndaherungen 2. Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung
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2. Ndaherungen 2. Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung

Beim Z&hlen vieler seltener Ereignisse, z.B. der Fehlfunktionen bei
Millionen von Service-Anforderungen, von denen nur wenige eintreten

n — oo
pi =0
Var [Xi] = pi - (1 — pi) = pi
Strebt die Varianz der zu z&hlenden Ereignisse und deren Summe
gegen den Erwartungswert:
Var [X;] =E[Xi] =) pi =\
i=1

Die Verteilung der Summe strebt gegen die Poisson-Verteilung:

X ~ Pois (\)
n Anzahl der Z&hlversuche, maximaler Zahlwert.
Di Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zahlversuch i eins ist.
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
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2. Néherungen 2. Poisson-Verteilung

xR
P X =kl=e A'H (3.43)
e*P'n . (p ) n)k (3 44)
k! '
(p-n)*

PIX =k =e " S

Die Poisson-Verteilung hat nur den einen Parameter )\, der gleichzeitig
Erwartungswert und Varianz ist.

A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).

Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.

n
p
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2. Ndaherungen 2. Poisson-Verteilung

Anzahl der Zahlversuche und Verteilung

k
P[X =k]=eP". L'Ig) (3.44)
PLY = kﬂ Ny p=to% | p=10%
- 0,4 n==6 0,2 n =30
0,2 T 0,1 T T T
0 ? Qo 0 ? Qo g g
0 5 & > 10 0 5 & > 10
P[X:kﬁ p=10% p=10%
01 n = 60 01 n = 150
0 @?T T??@nmvww\) 0 ? TT TT
0 5 10 & > 20 0 10 20 & > 30
P[X =k] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
p Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 55/203



2. Ndaherungen 2. Poisson-Verteilung

Px =i} p=10% | 23 p=10% p=10%
0,4 n=6 0,2 n=30 {01 n = 150
oo | Rl i “ﬁ’
0 ? Q 0 ? ORI 0¢
0 57100 5 710 0 10 — 30

Grobabschéatzung der wahrscheinlichen Bereiche:
m Fir A\ = p-n < 3 keine untere Schranke k;, > 0. Ober Schranke:

ku=~3...5-p-n
m Fir A =p-n=3...10 zuséatzlich unter Schranke:

p-n
k1, ~
L~375

m FUr A > 10 Abschétzung tber Normalverteilung (Gl. 3.61):

sr(k)%p-n-(lZFS 5 np)

k1, ku Untere und obere Bereichsgrenze.
st (x) Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
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2. Ndaherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Bereichschatz. Poissonvert.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 57/203



2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Schitzen von ky, PX = k]T A=15
0,1
Vorgabe ki, und a;. Numerische ’
Suche A (kr, a1), so dass a ﬁﬂ TT @
kL—1 _—x \* OW"“““d
e < 0 10 20—~ 30

[ [k=1] 2 | 38 | 4 | 5 | 6 |
0,5% | 5,298 | 7,430 | 9,273 | 10,978 | 12,593 | 14,150
1% | 4,606 | 6,688 | 8,406 | 10,045 | 11,605 | 13,109
2% | 8,912 | 5834 | 7,516 | 9,084 | 10,580 | 12,027
10% | 2,303 | 3,890 | 5323 | 6,681 | 7,993 | 9,275
20% | 1,609 | 2,995 | 4,279 | 5514 | 6,721 | 7,906

Beispielabschatzungen:
mA=7und o <1% = ki, =2
mkp,=1unda; =2% = X\ > 3,912

a1, ao Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
kv, ku Untere und obere Bereichsgrenze.
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2. Néiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Prc

Schitzen von ki pax Px = N=15
\S/or%abi (k]: und)ag. Ndumerische 01 W
uche A (ku, az), so dass ﬁ T
Shpe AT > 1—ay oo&wﬂ 1076:230
[ a2 [hy=0] 1 [ 2 | 8 [ 4 [ 5 | 6 |

0,5% | 0,005 | 0,103 | 0,338 | 0,672 | 1,078 | 1,637 | 2,037
1% 0,01 0,148 | 0,436 | 0,823 | 1,279 | 1,785 | 2,330
2% 0,02 | 0,215 | 0,567 | 1,016 | 1,529 | 2,089 | 2,684

10% | 0,105 | 0,532 | 1,102 | 1,744 | 2,432 | 3,152 | 3,894

20% | 0,223 | 0,824 | 1,534 | 2,296 | 3,089 | 3,903 | 4,733

Beispielabschatzungen:
BA=2undar < 1% = ky =6
m ky =3und as; =2% = X < 1,016

o Irrtumswahrscheinlichkeit, Werte oberhalb des geschatzten Bereichs.
ku Obere Bereichsgrenze.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Schéitzen von [\, Ay] aus einem Ist-Zahlwert

x =t AL:3 Au =15
0,2 01) 2
' T /fAv ’ kAv—7T
0,1
0 T | ofno OL%MM?TTTM
0 - 10 0 10 20 > 30

Von den Folien zuvor ibernommene Werte (AL, Au] = f (a, kav):

[ar=as | kav=1 | kav=2 | kav=3 |
0,5% | [0,10, 5,30] | [0,34, 7,43] | [0,67, 9,27]
1% | [0,15, 4,60] | [0,44, 6,64] | [0,82, 8,41]
2% | [0,22, 3,91] | [0,57, 5,83] | [1,02, 7,52]
10% | [0,53, 2,30] | [1,10, 3,89] | [1,74, 5,32]
20% | [0,82, 1,61] | [1,53, 2,99] | [2,30, 4,28]
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).

ay, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.

AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fur einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.
[AL, Au] = f (e, kay) fUr die Ist-Z&hlwerte kay = 4 bis 6:
’011:&2\ kay =4 ‘ kav =5 ‘ kay =6 ‘
0,5% | [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] | [1,79, 11,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,58, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% [3,09, 5,51] | [3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]
Au = f (a1, kay) fUr den Ist-Zahlwerte kay = 0 (A, = 0):

0 k
—Au AU _
Ze B e = o
k=0
)\U =—In (Ozl)
y ar [05% [ 1% | 2% | 10% | 20% |
[ Ay furkay =0 530 | 4,61 [ 3,91 230 [ 1,61% |
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
ay, az Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Beispiel 3.2: Poissonverteilte Anzahl Schadenfalle

a) Inden vergangen 10 Jahren ist kein Schaden eingetreten. Wie grof3
ist die zu erwartende Anzahl der Schadensfélle in den ndchsten 10
Jahren mit einer Irrtumswahrschieinlichkeit oy < 1%7?

b) In einem Nutzungjahr sind 5 Schadensfélle eingetreten. Auf wel-
chen Bereich der zu erwartenden Anzahl der Schadensfélle ldsst
sich aus dieser Angabe fir die ndchsten 10 Nutzungsjahre mit den
Irrtumswahrscheinlichkeiten oy = a5 = 1% schlieBen?

ay, az Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert flir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

a) Inden vergangen 10 Jahren ist kein Schaden eingetreten. Wie grof3
ist die zu erwartende Anzahl der Schadensfélle in den ndchsten 10
Jahren mit einer Irrtumswahrschieinlichkeit oy < 1%7?

| a [05% | 1% | 2% | 10% | 20% |
[y firkav — 0 | 5,30 | 4,61 | 3,91 [ 2,30 | 1,61% |

Bereich der zu erwartenden Anzahl der Schadensfélle: \;, = 0 bis
Ay = 4,61. Die Anzahl der tatsdchlichen Schadensfalle kann natirlich
die geschétzte Obergrenze des Erwartungswert noch ibersteigen.

aq, ao Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert flir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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2. Ndherungen

b) In einem Nutzungjahr sind 5 Schadensfélle eingetreten. Auf wel-
chen Bereich der zu erwartenden Anzahl der Schadensfélle ldsst
sich aus dieser Angabe fiir die ndchsten 10 Nutzungsjahre mit den
Irrtumswahrscheinlichkeiten oy, = an = 1% schlieBen?

3. Bereichschéatz. Poissonvert.

’0412042‘ ]41sz4 ‘ kAV:5 ‘ kAFZG ‘
0,5% [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] | [1,79, 11,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,58, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% [3,09, 5,51] | [3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]
Mindestens 10 - A;, = 17,9 und maximal 10 - A\y = 116 Schadensfalle.

a1, o2
kav
AL, AU
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Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
Ist-Zahlwert (Actual count value).

Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
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2. Néherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Beispiel 3.3: Fehlfunktionsrate

Bei #DS = 10° Service-Leistungen wurden kv = 3 Fehlfunktionen
beobachtet.

Auf welche Unter- und Obergrenze fiir die Fehlfunktionsrate ldsst sich
mit den Irrtumswahrscheinlichkeit cy = a5 = 1% unter Annahme einer
Poissonverteilung schlieBen?

#DS Anzahl der erbrachten Service-Leistungen (Number of delivered services).

a1, ao Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).

[XE] Zahlwertverhaltnis in Fehlfunktionen je erbrachte Service-Leistung.
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2. Néiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Bei #DS = 10° Service-Leistungen wurden kayy = 3 Fehlfunktionen
beobachtet.

Auf welche Unter- und Obergrenze fiir die Fehlfunktionsrate ldsst sich
mit den Irrtumswahrscheinlichkeit ay = as = 1% unter Annahme einer
Poissonverteilung schlieBen?

’0412012:1%‘ k‘szl ‘ kAv:Q ‘ kAV:?) |
[ Dw Al [ 10,15, 4,60] [ [0,44, 6,64] | [0,82, 8,41] |

Abschéatzbarer Bereich der Fehlfunktionsrate:«

(L= #’\55 =0,82-107° [MF/pg]
(u= #AES =8,41-107° [MF/pg]

Kleine Zahlwerte erlauben nur grobe Abschatzungen. Genauere Ab-
schatzungen verlangen gré3ere Z&hlwerte.

AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
CL, Cu Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.
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2. Néherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Beispiel 3.4: Maskierungswahrscheinlichkeit

Eine Uberwachungseinheit hat von #M F = 10.000 Fehlfunktionen
kayv = 5 Fehlfunktionen nicht erkannt.

Welchen Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit ergibt sich aus
diesem Versuchsergebnis fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeiten

Q] = Qg = 10%9

#MF Anzahl der Fehlfunktionen (Number of malfunctions).
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
aq, oo Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Eine Uberwachungseinheit hat von #M F = 10.000 Fehlfunktionen
kav = 5 Fehlfunktionen nicht erkannt.

Welchen Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit ergibt sich aus
diesem Versuchsergebnis flr eine Irrtumswahrscheinlichkeiten
Q] = Qg = 10%7

’a1:a2:%:10%\ kay =4 ‘ kav =5 ‘ kav =6 ‘
| D Aol (12,43, 6.68] | [3,15, 7,99] | [3.89, 9,28] |

Abschatzbarer Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit:

AL

—4
ML = -—— = 3,15 10
P #MF
Au —4
MU = =17,99-10
P #MF D
AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
PMK Untere Bereichsgrenze der geschéatzten Maskierungswahrscheinlichkeit.
PMU Obere Bereichsgrenze der geschatzten Maskierungswahrscheinlichkeit.
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2. Néherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Beispiel 3.5: Zuverlassigkeitsbereich

Beim Test eines Systems mit #DS = 10° Service-Leistungen wurden
kav = 6 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welchen Bereich der Zuverldssigkeit kann nach diesem Versuchser-
gebnis mit den Irrtumswahrscheinlichkeiten a; = as = 10% geschluss-
folgert werden?

#DS Anzahl der erbrachten Service-Leistungen (Number of delivered services).
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
aq, Qo Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
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2. N'eiherungen 3. Bereichschitz. Poissonvert.

Beim Test eines Systems mit #D.S = 10® Service-Leistungen wurden
kayv = 6 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welchen Bereich der Zuverldssigkeit kann nach diesem Versuchser-
gebnis mit den Irrtumswahrscheinlichkeiten o, = as = 10% geschluss-
folgert werden?

’061:042:%:10%‘ kAV:4 ‘ kAV:E) ‘ k?Av=6 I
y AL, Al [ 12,43, 6,68] | 3,15, 7,99] | [3,89, 9,28] |

m Abschatzbarer Bereich der MF-Rate:
(L =3,80-10° [MF/ps]
Cu =9,28-107° [MF/pg]

m Daraus folgender Bereich der Zuverlassigkeit:
R1, = = =108 [PS/mF]

L

Ry = & = 257 [PS/mF]

v
(L, Cu Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.
Ry, Ry Untere und obere Bereichgrenze der geschatzten Zuverlassigkeit.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 65/203



2. Néherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Fehleranzahl und Defektanteil
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2. N'eiherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Zu erwartender Defektanteil und Fehleranzahl

Der zu erwartende Defektanteil ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Erzeugnis mindestens einen Fehler hat:
UDL = I—P[XZO]

Bei konstanter Fehlerentstehungsrate ist die zu erwartende
Fehleranzahl fir gleiche Produkte aus demselben Entstehungsprozess
gleich und die Fehleranzahl ist poissonverteilt

k
PX=k=e? 2 (3.43)
UDL = 1—e™#F (345)
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
5 Zu erwartende Fehleranzahl.
UDL Zu erwartender Defektanteil.
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2. N'eiherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Prozessgiiteschwankungen und Fehlercluster

Fehlercluster auf einem Schaltkreiswafer [FSB87]
o funktionsfahige Schaltkreise
m erkannte fehlerhafte Schaltkreise
® Strukturen fiir Test und Diagnose

Ortlichen und zeilichen Schwankungen von Parametern, die die Fehle-
rentstehung und Beseitigung beeinflussen:

m Fehlerentstehungsraten,
m Fehlerliberdeckungen, ...
verursachen Fehlercluster (lokale Fehlerhdufungen). Beispiele:
m Cluster von Schreibfehler in Texten,
m die qualitativ niederwertigen »Montagsproduktex, ...
Fehlercluster liefern Hinweise auf Prozessverbesserungsmaglichkeiten.
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2. N'eiherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Schaltkreisausbeute und Fehleranzahl

Die zu erwartende Schaltkreisausbeute ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die Anzahl der nachweisbaren Fehler aus den Entstehungsprozessen
null ist. Flr eine poisson-verteilte Fehleranzahl nach Gl. 3.45 mit up =
FC - pcr:

py = e FCHer (3.46)

Fir jeden als fehlerfrei befundenen Schaltkreis missen im Mittel

1 _ FCucr

By
Schaltkreise gefertigt werden.
wy Zu erwartende Ausbeute.
FC Fehlerliberdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.
e Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.
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2. Néherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Fertigungskosten und Fehleranzahl

Annahme, dass die zu erwartende Fehleranzahl und die reinen
Fertigungskosten je Schaltkreis proportional zur Transistoranzahl
zunehmen:

per = &re - #1T
Cwvmic = Cry - #1'r
(vergl. Gl. 1.91). Kosten je nicht als defekt aussortierter Schaltkreis:

Cic = Gwie _ g #Tr - 5Ot #TT (3.47)
123
UCF Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.
Err Defektentstehungsrate in Fehlern je Transistor.
#Tr Anzahl der Transistoren.
Cry Transistorkosten in Euro pro Transistor.
Cyic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.
Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.
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2. Néherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Beispiel 3.6: Schaltkreiskosten

Fehlerentstehungsrate ¢ = 10~ [Fehler je Transistor], Fertigungs-
kosten Ct, = 107° [Euro je Transistor], SchaltkreisgroBBe #Tr ¢
{10°, 10%, 107} [Transistoren], Fehleriiberdeckung FC = 1.

Welche Kosten entfallen auf jeden als gut befundene (verkaufbaren)
Schaltkreis?

e Defektentstehungsrate in Fehlern je Transistor.

Cry Transistorkosten in Euro pro Transistor.

#Tr Anzahl der Transistoren.

FC Fehlerliberdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.
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2. Néiherungen 4. Fehleranzahl und Defektanteil

Fehlerentstehungsrate ¢ = 10~ [Fehler je Transistor], Fertigungs-
kosten C, = 10~ [Euro je Transistor], SchaltkreisgroBe #7r ¢
{10, 10%, 107} [Transistoren], Fehlerlberdeckung FC = 1.

Welche Kosten entfallen auf jeden als gut befundene (verkaufbaren)
Schaltkreis?

| #Tr | 10° [ 105 | 10" |
per = &1 - #1r in Fehlern | 0,1 1 10
CMIC =Cry - #TT in Euro 0,1 1 10
py = e FCHor 90,5 | 36,.8% | 4,54-10°
Cic = 32 in Euro 0,11 | 2,72 2,2-10°

Ab pucr > 2...3 zu erwartenden Fehlern pro Schaltkreis benétigen
Schaltkreise Reparaturmdéglichkeiten:

m deaktivieren / Ersatz defekter Funktionsbltcke,

m Verkauf z.B. als Prozessoren mit weniger Cache, ...

HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler je gefertigter Schaltkreis.

Cwmic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.
wy Zu erwartende Ausbeute.
Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.
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2. Ndaherungen 5. Normalverteilung

Normalverteilung
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2. Ndherungen

Normalverteilung

5. Normalverteilung

Die Summe sehr vieler unabhangiger Zufallsvariablen strebt unter sehr
allgemeinen Bedingungen (kein dominanter Summanden, ...) gegen

eine Normalverteilung:

1 (z—p)?
xTr) = . e_ 202
)=

mit o =sd [X], p=E[X] (3.48)

Vergleich Poisson- und Normalverteilung mit i = 02 = X\ = 10:

Q Normalverteilung mit p = o = 10
10% ¥ Fx (@)= =L e (=—10)*
8% V2710
6% Poissonverteilung mit A = 10
4% P[X = k] = 10. 108
2%
0 _—
0 5 10 15 20 ko
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2. Ndaherungen 5. Normalverteilung

Normalverteilung mit p = 02 = 10

Q _ (z—10)2
6% Poissonverteilung mit A = 10
4% P[X = k] = 10. 108
2%
0 _—
0 5 10 15 20 ko

Fir Zahlwerte gentigt die Annaherung der Zahl- durch eine
Normalverteilung in der Regel bereits unter der Bedingung

n
10~f§§,u§n—10-/imitp:2pi (349)
i=1
n Anzahl der Z&hlversuche, maximaler Zahlwert.
Di Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zahlversuch i eins ist.
I Erwartungswert.
o Standardabweichung.
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2. Néherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Bereichsschatz. Normalvert.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Bereichsschdtzung mit Normalverteilung

EE S N N S N
uw— 20 7 i+ 20 x

m Transformation einer Zufallsvariablen X mit Erwartungswert 1 und
Standardabweichung ¢ in eine Zufallsvariable Z mit
Erwartungswert null und Standardabweichung eins:

_X-p
Z =" (3.50)
m Transformation der Werte z von X in z von Z:
p=2H (3.51)
g

m Ablesen der Irrtumswahrscheinlichkeiten aus einer Tabelle der
standardisierten Normalverteilungsfunktion Fz (z) = ® (z).
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Standardisierte Normalverteilung

3 2 a1 6 1 3 =
Verteilungsfunktion tabelliert fiir = > 0 in Schritten von 0,1:
@(z):/z o(2) - d
z | 0 1 2 3 4 b b LT L8 L9

..|0,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = o

Wegen Symmetrie gilt fiir z < 0:
O(—2)=1—-2(2)
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Inverse standardisierte Normalverteilung

2| 0 1 L2 .3 A b B T 8 .9
10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7831 0,8159
10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Inverse standardisierte Normalverteilung zur Bereichsschatzung:

aq/2 227% | 0,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
o-! (1 - al/z) 2 3 4 | 205 | 2,33 | 2,57 | 2,88 | 3,10
CI’71 (a1) = —(I>71 (1 — 051)
X Normalverteilte Zufallsvariable.
Z Zufallsvariable mit Erwartungswert ;« = 0 und Standardabweichung o = 1.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Wahrscheinlichkeit der Bereichszugehorigkeit

2l 0 1 .2 .3 4 5 B T .8 .9
0,... 10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

Ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit
Erwartungswert ;. und Standardabweichung o und einem Bereich mit
den Grenzen zp, und/oder zy:

Transformation der Bereichsgrenze nach (Gl. 3.51)

o —

21, = LUH

Ty—p
o

zZu =

Ablesen von @ (z) bzw. fiir z < 0 von ® (—z) aus der Tabelle.
Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeiten:

o1 =P () =1—®(—2) =1— & (L=2L) (3.52)

o

Qo = 1-® (ZU) =1—-® (%) (353)
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Wahrscheinlicher Bereich

Q)2 2,27%|0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
FO ' (1—aip)| 2 3 |4[205[233] 257 | 2,88 | 3,10
Ausgehend von einer einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit
Erwartungswert 1 und Standardabweichung o und zulassigen
Irrtumswabhrscheinlichkeiten «; oder/und as:

Ablesen aus der Tabelle:
2= (1) =- " (1 -a)
zZu = @71 (1 — 052)

Transformation:

tL=p—0-z=p—0-® " (1—aj) (3.54)
-1
zu=p+o-zv=p+o-9  (1—as) (3.55)
TL,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
21, 2U Transformierte unteren und obere Schranke.
w, o Erwartungswert, Standardabweichung.
a1, o Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
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2. Néherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Symmetrischer Bereich

a :
2 A &
T = T
Tmin H
o 4,54% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
>1(1-9)] 2 3 |4]205]233|257] 288 | 3,10
-1
e=0-2 ' (1-9) (3.56)
st(x)=pFo- o' (1-9%) (3.57)
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X mit den méglichen Zahlwerten «.
u, zr,, zy  Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.
«a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.
&, W, o Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
st (x) Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.
1. Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
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2. Ndaherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.
Beispiel 3.7: Bereichschatzung Normalverteilung
Zufallsvariable X, u = 20, o = 5.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X > 307
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 157

c) Welche obere Schranke z wird nur mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit oo < 1% Uiberschritten?

d) Welche untere Schranke xy, wird nur mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit ay < 2% unterschritten?

w, o Erwartungswert, Standardabweichung.
ay, az Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
T, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Zufallsvariable X, u = 20, o = 5.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X > 307

ap =1— ¢ (2= (3.58)
z 00 1 23 4 ;1 ) w7 8 9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
30 —20
ar=1—d —
=1-®(2)
a2 = 2,27%
P(2) Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.
Zufallsvariable X, u = 20, o = 5.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 157

o =1-—@ (£ (3.52)

o

2 0 ol 2 3 A b 6 T 8 L9
10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
. |038413] 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

041:1—<I>(20g15>

=1-3(1)
o = 15,87%

w N = O
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.
Zufallsvariable X, u = 20, o = 5.

c) Welche obere Schranke xy wird nur mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit as < 1% Liberschritten?

ru=p+o-zu=p+0o-®(1—-as) (3.55)
a1/2 2,27%(0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
Fo! (1 - oel/Q) 2 3 4 12,05(233| 257 | 2,88 | 3,10

zu=20+5-®"(1—1%)

=20+5-2,33
ry = 31,65
o) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.
Zufallsvariable X, u = 20, o = 5.

d) Welche untere Schranke zy, wird nur mit einer Irrtumswahrschein-
lichkeit oy < 2% unterschritten?

rp=p—o0-zL=p—0- -1 (1—-ay) (3.54)
o2 2,27% 0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
Fo ! (1 - 041/2) 2 3 4 12,05 (233 | 2,57 | 2,88 | 3,10

oL =20—5-® ' (1—2%)
=20-5-2,05
zL = 9,75
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2. Néherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Bereichsschédtzung fiir den Erwartungswert
Der Erwartungswert p zu einem beobachteten Zéhlwert x v ist

= mindestens so groB3, dass P [X > zav] < § und
= maximal so groB3, dass P [X < wav] < §:

fx @] .

w2

T >
ML TAV Hu x

Intervallradius zwischen Erwartungswert und wahrscheinlichen Werten:
e=c- 071 (1-9) (3.56)
Symmetrischer Bereich mit x v als Schatzwert:

st(p) = zavFo- @ (1-2) (3.58)
UL, JU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.
st () Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
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2. Néherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

Beispiel 3.8: Bereichschatzung Erwartungswert

zav = 100, o = 10.

In welchem symmetrischen Bereich liegt der Erwartungswert mit
Irrtumswahrscheinlichkeit o = 2%.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
o Standardabweichung.
o Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBerhalb des geschétzten Bereichs.
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2. N'eiherungen 6. Bereichsschitz. Normalvert.

zayv = 100, o = 10.

In welchem symmetrischen Bereich liegt der Erwartungswert mit
Irrtumswahrscheinlichkeit o = 2%.

st(p) = 2av Fo- 071 (1 - %) (3.58)
4,54% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
o '(1-9)| 2 8 |4]205[288 257 288 | 310
(1 -1%) =2,33
sr(p) =100 7 10-2,33 = 100 T 23,3
st () Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
o 1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024

84/203



2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte

Bereichsschatzung Zahlwerte
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zahlwerte

Schitzen von Zahl- und Erwartungswerten

Mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung flr Z&hlwerte:

w=n-p (3.34)
oc=+k-n-p-(1—p) (3.38)

(Binomialverteilungsnaherung) und
rp=p—o0-zL=p—0- -1 (1—-ay) (3.54)
ry=pt+o-zu=p+o-d1(1-a) (3.55)
st(z)=pFo- o1 (1-%) (3.57)

ergeben sich folgende Bereichsgrenzen:
zL=p-n—+vk-n-p-1-p) &' (1-m) (3.59)
v=p-n+E-n-p- 1L—p) &' (1—az) (3.60)

str(x)=p-nF m-n-p-(l—p)&b—l(l—%) (3.61)
p Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.

u, r1,, vy Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte

Schatzen der Eintrittswahrscheinlichkeit

. Intervallradius: p - e,
|

nfx () | x ;

! —>
B h— ZaAv Ly ~
n p n n p

z
n

Schéatzer der Eintrittswahrscheinlichkeit fiir n Zahlversuche:

~ x
p = zav (3.40)
Varianzkoeffizient des Eintritts- bzw. Nichteintrittszahlwerts:
— g B[ S S Gr o
o =% =k (wAV[ n]) fiir p < 50%
(3.42)
. _ o _ . 1 _ 17 oA
0% —m—\/lﬁ? (’I’L—mAV I: 'n,] ) furp>50%
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
UL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
oy, Of Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszahlwert.
K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte

Relative Invervallradien:

e =0 (1-5)Jre (55 [F4]7)  furp < 50%

TAV

(3.62)
— &1 a 1 17%* e A
G =o' (1-9). \/n- (s [4]7) firp>50%
Symmetrischer Bereich:
) AV . (1 Fer) fiir p < 50% (3.63)
sr(p) = A :
1—(1—2AY) . (1Fe) fiirp > 50%
Er, €5 Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Zahlwert.
K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
(L) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
@ Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert flir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
p Schatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
st (p) Geschatzter symmetrischer Bereich der Eintrittswahrscheinlichkeit.
[-i]” Term fiir kleine und groBe p und grobe Uberschlage vernachlassigbar.
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2. Ndaherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte
Geeignete Zahlwertgrofien (ACR)

e = 1(1-9). H.(L[_l]*) fiir p < 50%

2 TAV

G o—b (19 \/,_@. (ﬁ [_%]*) fiir p > 50%

Geeignete Zahlwertgré3en ergeben sich durch Auflésung nach der
Anzahl der (nicht) eingetretenen Z&hlereignisse:

(3.62)

—1(1_2\\2
ey > S0 ) i < 50% ot

(p—1(1—2))2 .
n — TAV >Mﬁ fﬁrﬁ>50%

- <
T

Die Terme (1 — p) bzw. p sind mindestes 50% und max. eins.

Er, €F Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Zahlwert.

K Varianzerhéhung durch Abhangigkeiten, fir unabhéngige Zahlwerte « < 1.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschatzten Bereichs.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fiir den Erwartungswert.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.

D Schéatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 89/203



2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte

Beispiel 3.9: Geeignete Zahlwertgré3e

Erforderliche Zahlwerte flir relative Intervallradien e, bzw. & von
20% und 2% flr zu schatzende Eintrittswahrscheinlichkeiten
p € {10%,50%,90%}. Irrtumswahrscheinlichkeit o so groB3, dass
-1 (1 — %) =2,dh. a=452%, k = 1.

Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts-Z&hlwert.

Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.

p Schéatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

o Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.

o) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
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2. Ndaherungen 7. Bereichsschitzung Zahlwerte

Erforderliche Zahlwerte fir relative Intervallradien e, bzw. e von
20% und 2% fir zu schatzende Eintrittswahrscheinlichkeiten
p € {10%,50%,90%}. Irrtumswahrscheinlichkeit o so groB, dass
o1 (1 — %) =2,d.h.a=452%, x = 1.

Y

ey >0y e p < 50%

ef
(o1l 2Ny (3.64)
n—Tav 2%43 fiir p > 50%
i = 10% p = 50% . p = 90%
' LAV .min ‘ Tmin ZLAV.min H Nmin ! LAV. max ‘ Tmin

20% 90 900 50 100 | 20% 810 900

2% | 9.000 [90.000| 5.000 |/50.000( 2% | 81.000 |90.000
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
Nmin Mindestanzahl der Zahlversuche.
TAV.min Minimal erforderliches Zahlergebnis.

TAV.max Maximal zuléssiges Zahlergebnis.
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte

Schitzung kiinftiger aus bekannten Zahlwerten

f (x)T Bereich des Sonderfall:
X Erwartungswertes nNX = NAV
1 1 1 1 1 [E—

oy, ML TAV Hu ry 7

<— Bereich zukiinftiger Zahlwerte ——>

FlOr nnx # nav betragen die Ubereinstimmende Eintrittswahrscheinlich-
keit und der Erwartungswert fiir kiinftige Z&hlwerte:

PSR o e R
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
UL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
TL,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
nAv Anzahl der Zahlversuche zur Schatzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.
nNX Anzahl der Zahlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Z&hlwerts.
ANX Erwartungswert des zu schatzenden Zahlwerts.
D Schéatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte
fx @t

T T T T p—
o n -
L pr o pnx = SEEAY v ry T

lk—— Bereich zukiinftiger Zéhlwerte —>

\ | Erwartungswert | Varianz \
Xav P NAV Kk-nav-p-(1—p)
Xnx P nNX k-nnx-p-(1—p)

Die Abweichung der kiinftigen Werte von unx:
XA = Xnx — nNX - XAV

naAv
Varianz der Differenz nach (GI. 3.19):

Var [Xa] = Var [XNX — M] + ("N—X)z - Var [ X av]

NAV nAV
2
IH-<an+(ZNT§) ~nAv>'P'(1—P)

IN'nNX'(l-FM)-p-(l—p)

LINY
Xav Zufallsvariable fir die = oy mit nay Z&hlversuchen bestimmt wird.
XnNx Zufallsvariable fir die xnx mit nnx Zahlversuchen bestimmt wird.
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2. Néherungen 7. Bereichsschitzung Zghlwerte
fx () T ‘

T T T T T >
! n "I
L pr o fpnx = Ay ry T

l— Bereich zukiinftiger Zéhlwerte —>l

Var [Xa] ist um den Faktor (1 + Z%) gréBer, als die Varianz bei der
Bereichsschatzung mit bekanntem Erwartungswert
st(z)=p-nTF H"I’L-p'(l—p)~(1)_l(1—%) (3.61)

Symmetrischer Bereich fur die wahrscheinlichen kinftigen Werte:

st (znx) = finx F \/H'NNX' (M-H) p-(1-p)- @71 (1-%)

nAv (3.65)
i H = LAV y _ NNXTAV

mit p= m und UNX = W
fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
UL, U Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
nAvV Anzahl der Zahlversuche zur Schatzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.
NNX Anzahl der Zéhlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
st (TNx) Symmetrischer Bereich zukinftiger Zahlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zahlwert.
ANX Erwartungswert des zu schatzenden Zahlwerts.
) Schatzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
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2. Ndaherungen 7. Bereichsschitzung Zahlwerte
Beispiel 3.10: Bereich MF-Rate und kunftige MF-Anzahl

Bei der Abarbeitung von 2.000 Service-Anforderungen wurden 100 Feh-
lerfunktionen beobachtet. Keine Abhangigkeiten. Zugelassene Irrtums-
wahrscheinlichkeit 2%.

niav] = 20.000 [DS], zay = 100 [MF], o = 2%, k = 1.
a) Schéatzwert, Intervallradius, symmetrischer Bereich der MF-Rate?

b) Erforderliche Anzahl DS zur Verringerung des relativen Intervallra-
dius auf e, < 10%?

c) Symmetrischer Bereich der Anzahl der Fehlfunktionen flir nyx =
10.000 [DS] mit der geschétzten MF-Rate aus Aufgabenteil a?

nAvV Anzahl der Zahlversuche, mit denen x oy bestimmt wurde.

[DS] Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
[MF] Zahlwert in Fehlfunktionen.

«a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBerhalb des geschétzten Bereichs.

K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
Er Relativer Intervallradius der Fehlfunktionsrate.

NNX Anzahl der Zahlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
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2. N'eiherungen 7. Bereichsschitzung Zahlwerte

njav) = 20.000 [DS], zay = 100 [MF], o = 2%, k = 1.
a) Schétzwert, Intervallradius, symmetrischer Bereich der MF-Rate?

Die MF-Rate ist eine sehr kleine Eintrittswahrscheinlichkeit ¢ < 1:

e =0""(1-9) /5% firp<50% (3.62)
st(p) = "% - (1F¢,) firp<50% (3.63)

4,54%|0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
2 3 4 1205(233|257| 2,88 | 3,10

e (1-3

~—

2 100 [MF MF
¢ = 35.000 [D]S =0,5% [ﬁ]

-1
=01 (1-1%) /155 = 0,233

st(¢) =¢- (1F &) = [0,38%, 0,62%)] [XE]

1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
sr (p) Geschatzter symmetrischer Bereich der Eintrittswahrscheinlichkeit.
¢ Schatzwert Fehlfunktionsrate.
sr(€) Symmetrischer Bereich der geschatzten Fehlfunktionsrate.
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2. Ndherungen

njav) = 20.000 [DS], zay = 100 [MF], o = 2%, k = 1.

7. Bereichsschitzung Zahlwerte

b) Erforderliche Anzahl DS zur Verringerung des relativen Intervallra-
dius auf e, < 10%7?

K- “1(1-2))?
rav > OO g 5 < 50%

r

(3.64)

Mindestanzahl der gezahlten Fehlfunktionen:

2,332
0,12

Tay > = 543 [MF]

Diese Zahlergebnis wird erreicht nach etwa

NI T % [1\1%] bs

Zahlwert in Fehlfunktionen.
Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.
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Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3)

2. N'eiherungen 7. Bereichsschitzung Zahlwerte
niav) = 20.000 [DS], zay = 100 [MF], o = 2%, x = 1.

¢) Symmetrischer Bereich der Anzahl der Fehlfunktionen fiir nnx =
10.000 [DS] mit der geschétzten MF-Rate aus Aufgabenteil a?

st (zNx) = finx F \/F«' “NNX - (%4—1) p-(1-p)- 27 (1-%) (3.65)

: ~ T ~ NNX T
mit p= 7AY und jinx = 7N7)74(AVAV

fnx = 0,5% - 10.000 = 50 [MF]

s (wnx) = 50 F \/(% n 1) 250+ (1 — 0,5%) - 2,33 [MF]
=50 F 20,1 [MF]
Relativer Intervallradius:

_ 201 [MF] _
€ = SOmME] ~ 40%

ANX Erwartungswert des zu schatzenden Zahlwerts.
sr(zNx) Symmetrischer Bereich zukinftiger Zahlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zahlwert.
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2. Néherungen 8. Varianzerhohung

Varianzerh6hung
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Varianzerhohung durch Abhédngigkeiten

Abhéangigkeiten erhéhen Varianz und Standardabweichung und den
Intervallradius der wahrscheinlichen Bereiche.

Wenn z.B. zwei Z&hlereignisse immer paarweise gleichzeitig eintreten,
ist das beschreibbar durch eine Summe von halb so vielen
unabhangigen Zufallsvariablen mit den mdéglichen Werten 0 und 2:

#X/2 1—p k=0
X=3Y X, mit P[X; =k = pi w=
i=1 pi k=2

Erwartungswert der Summanden:
E[Xi]=0-(1—p:))+2-pi=2-pi
Varianz der Summanden (nach Verschiebungssatz):
Var[Xi] = (1—pi)-0"+pi-2° = (2-p:)°
2% pi- (1—pi)

#X Anzahl der Zufallsvariablen.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Der gesamte Erwartungswert ist derselbe wie flr # X unabhéngige
Zahlerereignisse mit paarweise gleichen Eintrittswahrscheinlichkeiten:

#X/2
E[X]= Z 2-pi=#X"-p

i=1

Die Varianz der Summe verdoppelt sich gegenliber der einer Summe
unabhangige Zufallsvariablen:

#X/2 #X/2
Var [X 22 pi-(1—p;) = Zpl 1—pi) ]| =2-#X p-(1 —p)

Die Standardabweichung und Intervallradius vergréBern sich um /2.

#X Anzahl der Zufallsvariablen.
Di Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Z&hlversuch i eins ist.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zahlenden Ereignisse.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Varianzerhohung
Die Varianzerhéhung ist das Verhaltnis aus Varianz und
Erwartungswert:

K= 5] (3.66)
Wenn

m die Eintrittswahrscheinlichkeit p; alle Z&hlversuche gleich,

m die Z&hlwerte paarweise gleich und

m far alle Paare unabhéngig sind,
ist die Varianzerhéhung, wie auf Folie zuvor gezeigt, x = 2.
Analog lasst sich zeigen, dass unter sonst gleichen Bedingungen,
wenn immer #1 DC Z&hlereignisse gleichzeitig eintreten, die
Varianzerhéhung

k=#IDC
betragt.
K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
Var [X] Varianze der Zufallsvariablen X.
E [X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
#IDC Anzahl der identischen Zahlwerte.
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2. Néherungen 8. Varianzerhohung

Schitzen der Varianzerhhung

m Experimentelle Bestimmung von #v > 2 Zahlwerten v,.
m Schatzen des Erwartungswerts der Zahlwertstichprobe:

= PN | #v
EX]=p=g D (3.15)
m Schétzen der Varianz der Zahlwertstichprobe:
a A2 1 #v AN2
Var [X] = 6% = Fo—1 21:1 (vi — i) (3.16)
m geschatze Varianzerhéhung nach Gl. 3.66:
~ _ Var[X] _ &2
f= o (3.67)
E[X] Geschatzter Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
#v GroBe der Datenstichprobe.
v; Wert ¢ der Datenstichprobe.
Var [X] Geschatzte Varianze der Zufallsvariablen X.
I Geschatzte Varianzerhdhung durch Abhangigkeiten.
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2. Néherungen 8. Varianzerhohung

Beispiel 3.11: Varianzerhéhung

#v = 10 Wiederholungen eines Zahlversuchs:

| Versuchi [ 1 |2 [ 3| 4[5 |6 |7 [8]9]10]
| Ergebnis v; | 44 [ 87 [ 58 | 62 | 59 | 57 | 65 | 57 | 75 | 67 |

Abschétzung der Varianzerh6hung ?

#u GroBe der Datenstichprobe.
v, Wert i der Datenstichprobe.
I Geschatzte Varianzerhdhung durch Abhangigkeiten.
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2. Néiherungen 8. Varianzerhohung

[Versichi [ 1 |2 [ 3[4 [5[ 6] 78] 9]10]
[ Ergebnis v, | 44 [ 87 | 58 | 62 \59\57\65\57\75\67\

Abschétzung der Varianzerhéhung &

~ 1 #u
M=z Zi—l i ( )
~2 1 #u ~\2
= Fo_1 Zi:l (Uz - ,u) )
~2
L= 9
=2 (3.67)
10
o= E-Zvi_ﬁi’),l
=1
1 0
=3 > (vi = 63,1)* =135
=1
1
f= 2B _ 2,14
63,1
Die Abhangigkeiten erhdhen die Varianz so, als ob mehr als 2 Zahler-
eignisse fast immer gemeinsam eintreten.
6. Tanuar 2024 100/203
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2. Néherungen 8. Varianzerhohung

Beispiel 3.12: Anzahl Schadensfalle mit Varianzerhéhung

Der zu erwartende Zahlwert fiir die Anzahl von Schadensféllen sei 100.
Irrtumswahrscheinlichkeit 2%, Varianzerhéhung 2.

xav = 100 [D], nay > zav, o = 2%, k = 2.

In welchem symmetrischen Bereich wird bei kiinftigen Wiederholungen
unter denselben Versuchsbedingungungen (nxx = nav) die Anzahl
der Schadensfélle liegen?

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
nAv Anzahl der Zahlversuche, mit denen x oy bestimmt wurde.

NNX Anzahl der Zahlversuche, mit denen znx bestimmt werden soll.

e Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.

K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
D] Zahlwert in Schadensfallen (damages).
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

xav = 100 [D], nay > zav, o = 2%, k = 2.

In welchem symmetrischen Bereich wird bei kiinftigen Wiederholungen
unter denselben Versuchsbedingungungen (nxx = nav) die Anzahl
der Schadensfélle liegen?

st (onx) = finx F \/H'TLNX' (Z%if-#l) - (1=p)- 27" (1

s ~ X o n I
mit p=7AY und fnx = PETAY

3) (3.65)

454% | 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
> T(1-2)| 2 3 | 4205|283 257 | 288 | 3,10

FUr nxx = nayv und nay > xav ist UNX = TAV.

st(onx) = 2av FVE -2 - zay - @71 (1-2)
= 100520 - 2,33 = [53,4, 146,6] [D]

st (zNxX) Symmetrischer Bereich zukinftiger Zahlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zahlwert.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Experiment mit Haftfehlern

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). npr = 3606
simulierte, unterschiedlich nachweisbare Haftfehler. Zahlwert k ist die
Anzahl der nicht nachweisbaren Haftfehler. Abschatzung der Verteilung
P[X = k] mit einer Stichprobe von #v = 1000 Z&hlwerten flr verschie-
dene Zufallstestsatze der L&nge N.

N =430
) T 600 PX = k]T
400 N = 250
200
0 T T I I
102 10° 10* N 0 200 400
k Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler.

nME Anzahl der Modellfehler.

N Anzahl der Tests. )
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Varianzerh6hung im Experiment

N g o | 6 | k=2 | A | A

160| 415 | 1875 | 433 | 5.1 | L,7] 10
A\ 320 234 | 943 | 30,7 | 43 |[16]|1L1
400 800 90 | 209 | 173 | 34 [l 16]11

16000 29 | 52 | 72 | 18 | * |13
200 32000 11 | 84 | 29 * i
W v ot

%1: Fehlersimulation mit allen n; = 3606 Haftfehlern. Abhangigkeiten
bis, als ob 3...5 Modellfehler identisch nachweisbar waren. Erkennbare
Identitaten waren aber beseitigt. Bleiben als Abhangigkeiten impliziter
Nachweis und geteilte Steuer- und Beobachtungsbedingungen.

k2, k3. Simulation mit Fehlerstichproben ny = 1.000 bzw. ng = 300. Ab-
nahme der Abh&ngigkeiten mit der Verkleinerung der Fehlerstichprobe.

R1/2/3 Geschatzte Varianzerhéhung fur 1 — alle, ny = 3606, 2 — eine Stichprobe von ny =
1000 und 3 — eine Stichprobe von ns = 300 Modellfehlern.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Fehlermodellierung und Vorhersagbarkeit

Relativer Intervallradius fur gro3e Eintrittswahrscheinlichkeiten:

=01 (1-2)- \/% fiir p > 50% (3.62)

Das Experiment zuvor hat gezeigt, dass fiir eine gro3e Anzahl von
Modellfehlern bezogen auf die TestobjektgréBe die Varianzerhéhung «
mit der Modellfehleranzahl n zunimmt. Damit 1&sst sich der relative
Intervallradius ;v als MaB der Schatzgenauigkeit nicht unbegrenzt
durch mehr Modellfehler verringern.

€5 Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Z&hlwerts.

K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.

£:.MF Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Schlussfolgerungen

m Bei zufalliger Testauswahl hilft eine zu gro3e Modellfehleranzahl
im Verhaltnis zur TestobjektgréBe nicht die Schatzgenauigkeit fir
die Fehlertiberdeckung zu verbessern.

m Fehlermodelle, bei denen die Anzahl der Modellfehler Uberpro-
portional mit der TestobjektgréBe zunimmt, z.B. Kurzschlisse und
Pfadverzégerungsfehler (siehe Folie 5.30), sind nicht zielfihrend.
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2. Néherungen 8. Varianzerhohung

Abschdtzung mit mehreren Zufallstests

Alternative zur Verbesserung der Schatzgenauigkeit: Abschatzung der
zu erwartenden Fehleriiberdeckung mit einer Stichprobe von nyr
Modellfehlern und einer Stichprobe von #v Zufallstestsatzen wie im
Experiment ab Folie 3.101. Vergré3erung der Anzahl der Z&hlversuche
n auf nyp - #v und damit die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler in

=01 (1-¢ i furp>50% (3.62)

auf etwa #v - nyr - (1 — FCM
5 - 1(1-2). /&
eemp =270 (1 %) #o-nmp-(1—FCwm) (3.68)

#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestsatze.
nMF Anzahl der Modellfehler.
€p Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Z&hlwerts.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBerhalb des geschatzten Bereichs.
K Varianzerhdhung durch Abhangigkeiten, fir unabhéngige Zahlwerte < < 1.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
n Anzahl der Z&hlversuche, maximaler Zahlwert.
FCwum Schéatzwert der Modellfehleriiberdedeckung.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung
Beispiel 3.13: Bereich der Modellfehlertiberdeckung

Von 1000 Modellfehlern wurden 32 nicht erkannt. Varianzerhéhung ma-
ximal 2. Zulassige Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.
nyvr = 1000 [F], zav =32 [F], k <2, 0 =2%

a) In welchem Bereich liegt die Modellfehlerliberdeckung und wie
grof3 ist der relative Intervallradius des Anteils der nicht nachweis-
baren Fehler bei Abschétzung mit einem Zufallstestsatz (#v =1)7?

b) Der relative Intervallradius soll max. 10% betragen. Fiir wie viele
unterschiedliche Zufallstestsétz ist die Anzahl der nicht nachweis-
baren Fehler daftir zu mitteln?

nMF Anzahl der Modellfehler.

[F] Zahlwert in Modellfehlern.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&hlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
K Varianzerhéhung durch Abhéngigkeiten, fir unabhangige Zahlwerte x < 1.
e Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.

#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestséatze.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung
nymr = 1000 [F], zay =32 [F], k <2, a = 2%

a) In welchem Bereich liegt die Modellfehleriiberdeckung und wie
grof3 ist der relative Intervallradius des Anteils der nicht nachweis-
baren Fehler bei Abschétzung mit einem Zufallstestsatz (#v =1)?

st(p)=1—(1—2v) . (1Fe) fiirp>50% (3.63)
@ 454% [0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
3T (1-9) 2 3 [4]205]233]257] 288 | 3,10

FCym=1— 2 —1_ 32— 96 8%

nME 1.000 —

ervr < O (1—%)'g/$:2,33‘\/322:58%

st (FOM) =1 — (1 - FACM) (1 58%) = [94,9%, 98,7%]

FCum Schatzwert der Modellfehleriiberdedeckung.
£5.MF Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.
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2. Néiherungen 8. Varianzerhohung

nymr = 1000 [F], zay =32 [F], k <2, a = 2%

b) Der relative Intervallradius soll max. 10% betragen. Fir wie viele
unterschiedliche Zufallstestsétz ist die Anzahl der nicht nachweis-
baren Fehler daftir zu mitteln?

crur =7 (1) [ trrey (2.8

Umstellung nach #v:

k(@1 (1-9)" 2.233

#v ~ = 3
(1_FCM) nvrp-esvr 92 01

V

=34

Die Modellfehleriiberdeckung muss fiir mindestens 34 unterschiedli-
che Zufallstestsatze bestimmt und gemittelt werden.
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2. Ndaherungen 8. Varianzerhohung

Nicht normalverteilte Zahlwerte

Verteilung der Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler fir die
kleineren ISCAS-Benchmark-Schaltung c2670:

kT »__»_..,P[X:k]T N =10*

500

400

300 -

200 ~

100 T
100 102

Im Bereich der Testsatzlange N = 10* bis 10° mehrere Gipfel.
Wie ist das méglich?
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2. Néherungen 9. Zusammenfassung

Zusammenfassung
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Binomialverteilung

Fur den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezahit
werden, ist die Summe der gezahlten Ereignisse binomialverteilt:

PIX=k=()-p"-1-p" " (3.33)
Erwartungswert:
EX]=p=n-p (3.34)
Varianz:
Var[X]=0?=n-p-(1-p) (3.35)
Die Standardabweichung:
sdX]=c=+/n-p-(1—p) (3.36)
Obergrenze fiir unabhangige Zahlwerte:
o*<n-p-(1-p) (3.37)
o=+/k-n-p-(1-p) (3.38)
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Schatzer fiir Zahlwerte

Erwartungswert, Standardabweichung, Eintrittswahrscheinlichkeit:

i = Tav (3.39)
&:\/K.xw.(l_%) (3.41)
p=av (3.40)

Relative Standardabweichung bezogen auf den zu erwartende (Nicht-)
Eintrittszahlwert als Mal3 der Schatzgenauigkeit:

o =2 =4[k (2 [-1]" fiir p < 50%
! ( ) (3.42)

Q
1]
Il
3
| |
=
Il
=
VS
3
.
>
<
|
3=

]") fir p > 50%
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Poissonverteilung

Beim Zahlen vieler seltener Ereignisse sind die Zahlwerte
naherungsweise poisson-verteilt:

PIX =kl=e 2 (3.43)
Der Verteilungsparameter )\, gleichzeitig Erwartungswert und Varianz,
ist das Produkt aus der Anzahl der Zahlversuche und der mittleren

Eintrittswahrscheinlichkeit:
P[X =k = ePn. 2n)l (3.44)

Ab A > 10 kénnen poissonverteilte Zahlwerte ndherungsweise als
normalverteilt mit Varianz gleich Erwartungswert betrachtet werden.
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Fehleranzahl, Defektanteil, Schaltkreiskosten

Bei konstanter Fehlerentstehungsrate ist die Fehleranzahl gleicher Pro-
dukte aus demselben Entstehungsprozess poissonverteilt. Zu erwarten-
der Fehleranteil:

ppr, =1 —e HrF (3.45)
Ortliche und zeiliche Schwankungen von Parametern, die die Fehlerent-
stehung und Beseitigung beeinussen, verursachen Fehlercluster.
Fehlercluster liefern Hinweise auf Mdglichkeiten zur Verbesserung der
Entstehungsprozesse.

Zu erwartende Schaltkreisausbeute fir poisssonverteilte Fehleranzahl:
iy = e~ FConor (3.46)

Kosten je verkaufbarer (nicht als defekt aussortierter) Schaltkreis:
Cio = QM2 = Cry - #Tr - FOEme#Tr (3.47)
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Bereichsschdtzung Poissonverteilung

Geeignet flr Z&hlwerte von vielen seltenen Ereignissen und
bekanntem Erwartungswerte oder experimentell bestimmter
Realisierungsanzahl im Bereich von null bis 10. Fir praktische
Schatzungen sind
m auf Folie 3.57 die Funktion A (kr,, a1)
m auf Folie 3.57 die Funktion A (ky, as) und
m ab Folie 3.59 [k, ku] in Abh&ngigkeit von der
Irrtumswabhrscheinlichkeit und einem Istz&hlwert
tabelliert. Aus diesen Tabellen lassen sich
m fir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
Minima und Maxima firr die Zahlwerte,
m fUr gegebene Erwartungswerte und Minima bzw. Maxima fir die
Z&hlwerte die Irrtumswahrscheinlichkeiten oder
m fUr gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Zahlwerte der
Bereich, in dem der Erwartungswert liegt
ablesen.
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Normalverteilung, Bereichsschdtzungen

Die Normalverteilung ist eine stetige Verteilung mit der Dichtefunktion:

ERCEL

fx (z) = \/%ﬂ e zo? (3.48)
Zahlwerte meist ndherungsweise normalverteilt ab:
10-k<p<n—10-k mitp=>3 . p (3.49)

Far Bereichsschatzungen Transformation normalverteilter Zufallsvaria-
blen und Bereichsgrenzen in die der standardisierten Normalverteilung:

7 =X=u (3.50)

g

7= It (3.51)

[ed

Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeiten aus der Tabelle der stan-
dardisierten Normalverteilung auf Folie 3.76:
m Wert kleiner als untere Bereichsgrenze:
o =1-—9 (L) (3.52)
m Wert gréBer als obere Bereichsgrenze:
ap =1—@ (L4 (3.53)
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Bereichsgrenzen flir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten:

rp=p—o0-zL=p—0- -1 (1—-ay) (3.54)

ry=p+o-zu=p+0o- (1) (3.55)
Intervallradius und symmetrischer Bereich:

e=0-01(1-%) (3.56)

st(z)=pFo- -0 (1-%) (8.57)

Symmetrischer Bereich des Erwartungswerts um einen experimentell
bestimmten Zahlwert:

st(p) =2av Fo- @71 (1 - %) (3.58)
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2. Ndherungen

Bereichsschédtzung fiir Zahlwerte

Ober Schranke, untere Schranke und symmetrischer Bereich:

rp=p-n—+kn-p1—p - 11-a)
su=p-n+r-n-p-(1-p) -2 (1-as)
st(x)=p-nFr-n-p-(1-p) - & (1-%)

Schéatzen der Eintrittswahrscheinlichkeit:

b=
e —a1(1-2). ,ﬁ.(ﬁ[_%]*) fiir p < 50%
g =0 1(1-9) \/,{. (%;AV [_%]*> fiir p > 50%
M.(l:Fgr) furﬁ§50%
Sr(p): " x 11T D
1—(1—2av) . (1Fe) firp>50%
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(3.59)
(3.60)
(3.61)

(3.40)

(3.62)

(3.63)
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Geeignete ZahlwertgroBe:

(1 (1-2))?
Ty Zw.(l_ﬁ) fiir p < 50% a4
o —1(1_Q@\\2 .
n — TAV Zw~ﬁ fir p > 50%

Intervallradius kinftiger Zahlwerte zu einem bekannten Zahlwert:

st (zNx) = finx F \/Fa “MNX ° (%4—1) p-(1—p)- 071 (1-%) (3.65)

: ~ T ~ __ NNX'T
mit p:ﬁ und MNX_%
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2. Ndaherungen 9. Zusammenfassung

Varianzerhohung

Varianzerhéhung und ihre Abschéatzung:
k= ] (3.66)
§ = Vgpf]“ (3.67)

Zwischen Modellfehlern gibt es auch, wenn identisch nachweisbare
Fehler zusammengefasst sind, erhebliche Varianzerhéhungen durch
gemeinsame Anregungs- und Beobachtungsbedingungen.

Verbesserung der Schatzung durch Mittelung der Fehlertiberdeckung
mehrerer Zufallstestsétze:

ey = 7 (1= 8) -\ frvmtimreng (3.68)

Kénnen Abhé&ngigkeiten dazu fiihren, dass Zahlwerte wie auf Folie
Folie 3.107 eine Verteilung mit mehreren Maxima haben? J
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3. Mischverteilung

Mischverteilung
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3. Mischverteilung

Mischverteilung

Aus einer Grundgesamtheit von #X,.; Objekten, von den jeweils #X;
Objekte eine Verteilung Fx, haben, wahlt eine diskrete Zufallsvariable
Y zufallig ein Objekt aus:

#X,
PlY = 4] = I —h
[ J] #X ger h;
Fx (z) =P[X <a]=) h;-Fx, () (3.69)
Fir diskrete Verteilungen:
#Y
=a;]=) hj P(X; =) (3.70)
j=1
Fir stetige Verteilungen:
dF
fx (a) = 2 Z hy - fx, ( (3.71)
h;j Wabhrscheinlichtkeit, dass ein Objekt mit Verteilungsfunktion j ausgewahlt wird.
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3. Mischverteilung

Zufallsvariablen mit einer Mischverteilung

m Eigenschaft einer Schraube (z.B. Lange) bei zufalliger Auswabhl
auf einer Kiste mit Schrauben unterschiedlicher Hersteller.

m Fehleranzahl eines SW-Bausteins bei zufallige Auswahl aus
Angeboten unterschiedlicher Programmierer mit unterschiedlichen
Fehlerentstehungsraten.

m Schadenshdhe eines zufélligen Schadens auf einer Menge
unterschiedlicher Schadensklassen mit unterschiedlicher
Kostenverteilung.
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3. Mischverteilung 1. Eigenschaften

Eigenschaften
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3. Mischverteilung 1. Eigenschaften

Varianzvergr('jﬁerung durch »Mischung«

Der Erwartungswert ist der gewichtete Mittelwert:
#Y
E[X]=p=> hj-p (3.72)
j=1
Varianz mit p = p1; 4 0;:

#Y
Var[X]| =0 = Zhj B [(Xi — 5 +65)°]

j=1
#Y
= hy [ E[(X; —py)*] =265 - B [(X; — ;)] +E [7]
— ——_— — —_— ——~
= o2 0 52
J J
#Y #Y
Var[X]=0? =Y hj-0f + h;- 6 (3.73)
P i=1

Mittelwert der Einzelvarianzen plus mittlere quadratische Abweichung
der Einzelerwartungswerte vom Gesamterwartungswert.
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3. Mischverteilung

Multimodale Verteilung

1. Eigenschaften

Beim Mischen von Grundgesamtheiten mit deutlich abweichenden
Erwartungswerten entstehen multimodale Verteilungen. Beispiel:
Mischen von 3 normalverteilten Zufallsvariablen X; (vergl. Gl. 3.71):

(7, [03]02]05]
;| 20 | 40 | 60
5| 5|5 |5

_ dFx (z) z — 20 z — 40 z — 60
fx (x) = e =0,3-¢ 5 +0,2-¢ 5 +05-¢p 5

p(z)=¢ (%) — Dichte der standardisierten Normalverteilung.

3% p1 =20 o =40
Ix(@)| 29% 1 : :
1% : 3 = 60
0 - i - - - : - -
10 20 30 40 50 60 0 ——>

T
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3. Mischverteilung 1. Eigenschaften

E[X]=pn=3" ki (8.72)
Var [X] =o0® =37 hj-07 + 372 hy - 67 (3.73)

(7, [03]02]05]
1] 20 | 40 | 60
o] 5 5|5

Erwartungswert:
p=03-20+0,2-40+ 0,560 = 42
Varianz, Standardabweichung:
0® =25+0,3-(20 —42)> +0,2- (40 — 42)*> 40,5 - (60 — 42)* = 285
o =169

J1=95 02 =9

3%
1%
0

10 20 30 40 50
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Anwendungen
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen
Beispiel 3.14: Identisch nachweisbare Fehler

In einer Modellfehlermenge aus 25 Fehlern mit einer Nachweiswahr-
scheinlichkeit p = 60% seien zehn Fehler identisch und die tbrigen Feh-
ler unabhangig voneinander nachweisbar.

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

a) Mischverteilung als Zusammensetzung aus zueinander verschobe-
nen Binomialverteilungen?

b) Erwartungswert und Varianz?

c¢) Standardabweichung und Varianzerhéhung?

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
p Eintrittswahrscheinlichkeit.
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%
a) Mischverteilung als Zusammensetzung aus zueinander verschobe-

nen Binomialverteilungen?
PX =k =()-pF-(1-p)" " (3.33)
P[X = ;] = Z#Yh P (X; = ;) (3.70)

Binomialverteilung ohne die 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehler:

(n—klO> .pk . (1 _p)n—IO—k 0 S I{I S n— 10

0 sonst

P[Xo:k]:{

Mit den 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehlern verschieben sich
alle Wahrscheinlichkeiten um 10 Realisierung:

n—10\ k(] _ 10—k 5 < g <10
P[Xl—k—i-lO]—{( e )t (-p) psksn
it
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

Mischverteilung:

PX=k=(1-p) P(Xo=k)+p P(X;=k)

10%
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

b) Erwartungswert und Varianz?

E[X]=p= Zf”l JH (3.72)
Var [X] = o2 —Z Lhi - o; +Z#Yh - 0% (3.73)

Erwartungswert:
E[X]=25-p=25-60% =15
Z(1-p) E[Xo]+p-E[X1]=(1-06) 940619 = 15/
Varianz als Summe der Varianzen der Summanden:
Var[X]=15-p- (1—p)+10%-p- (1—p) =115-p- (1 —p) = 27,6
nop-(1—p)+(1-p) (E[Xo] ~E[X])*+ p- (E[X:] - E[X])*

3,6 +  0,4:(9-15)2 +  0,6-(19-15)2 =27,6(/
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

¢) Standardabweichung und Varianzerhéhung?

sd [X] = /Var [X] (3.7)

K= VE[%(] (3.66)
Standardabweichung:
sd [X] = /27,6 = 5,25
Varianzerhéhung:
27,6
=— =184
T T

Etwas kleinere Varianzerh6hung als bei einer Modellfehlermenge aus
paarweise identisch nachweisbaren Fehlern.
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Dichte nicht nachweisbare Fehler ¢2670

.. in Abhangigkeit von der Lange N eines
Zufallstests (siehe Folie 3.107):

1 spx=nl] N=10
500 -
400 300
,,>P[X7k] 7105
300 /\
200 |
*pix=k!
N =10°
100 ‘ :
101 102 10% 10* 10° 105 N e
0 100 ——

Im Bereich von N = 10* bis 10° multimodale Verteilung. Offenbar ca.

80 sehr dhnlich nachweisbare Fehler mit MF-Rate ¢; ~ 10-° [1E].
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Objekten aus unterschiedlichen Prozessen

Bei der mechanischen Fertigung haben die Zielparameter, z.B. bei
einer Bohrung Durchmesser und Tiefe, eine Verteilung und einen
Toleranzbereich. Entstehungshéaufigkeit eines Parameterfehlers ist die
Wabhrscheinlichkeit, Parameter au3erhalb Toleranzbereich. Bei
erkennbarer Polarisierung der Messwerte eines Parameters:

m Lokalisierung der Prozesse, deren
Ergebnisse gemischt werden.

m Prozesszentrierung: Verschiebung - entrierung
der Verteilung flr jeden Einzelprozess
mit Hilfe von Einstelloptionen in die
Mitte des Toleranzbereichs.

Streuung
m Prozessverbesserung: Verringerung VEIHHSEr
der Streuung durch technologische
Neuerungen neue Maschinen,

Verfahren, ... Toleranzbereich

(siehe Folie 1.205 Prozesszentrierung und -verbesserung)
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Unterschiedlich gute Programmierer

Ein Anfanger und ein Profi entwickeln Software-Bausteine aus C' Netto
Lines of Code (NLOC), der Profi 66% mit ca. einem Fehler je 30 NLOC
und der Anféanger 33% mit einem
Fehler je 15 NLOC. Der Kunde
weif3 nicht, wer fir ihn
programmiert. Verteilung ~ 25%.

der Fehleranzahl:

PX = kﬂ
PX = k|
fel k
= % . e_% (312')
—_———
Pois(z\:%)
1..-< (%) ’ 10
_|_§ .e 15 n 20/
_/L Programm- k
groBe C' in NLOC Fehleranzahl
Pms()\: %)
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Modul genau & Fehler enthalt, ist 2/3
mal die Wahrscheinlichkeit, das es k Fehler enthalt und vom Profi
stammt plus 1/3 mal die Wahrscheinlichkeit, dass es k Fehler enthalt
und vom Anfénger stammt (vergl. Gl. 3.70):

c )k C\k
P[X:k}:%e_%(ig') +%,e—%.(1]§')
25%
20% — C=50 Programm-
PIX = —— C =150 P
Todl  —fl) et
10% — C =500
5%
O T T T T T T :

_— >
k — Anzahl der Fehler

Die Polarisierung nimmt mit der GréBe der Software-Bausteine, die
vom Profi und vom Anfanger getrennt entwickelt werden, zu.

C Metrik fur den Entstehungsaufwand, hier in NLOC (netto lines of code).
NLOC Netto Lines of Code, Anzahl der Code-Zeilen ohne Kommentar und Leerzeilen.
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3. Mischverteilung 2. Anwendungen

Bei einem guten Entstehungsprozess streben Uberwachte Parameter
oft gegen eine Normalverteilung. Polarisierungen (mehrere Gipfel)
kénnen wichtige Informationen Uber Schwachstellen und
Ansatzmdglichkeiten flr Verbesserungen liefern:
m Abhangigkeiten bei der Fehlerentstehung, bei Ausféllen beim
Fehlernachweis und beim Versagen von Service-Leistungen,
m Vorliebe oder Neigung befragter Experten, z.B. bei der
Einschatzung von Gefédhrdungen und Risiken,
m Probleme eines Messverfahrens, ...

Wenn die Zufallsvariable ein Glitemalf ist, hat man es offenbar mit
einer zufalligen Mischung von besser und schlechter funktionierenden
Prozessablaufen zu tun. Dann ist es naturlich interessant, warum der
Entstehungsprozess mal besser und mal schlechter funktioniert, um
das schlechter Funktionierende zu eliminieren.

Spezielle Form des Lernen aus Fehlern. J
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Bereichs. Tscheb.
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Bereichsschédtzung, wenn Verteilung unbekannt

P[X<xL]:a1§ EP[X>-TU]:042
fx@)! m
———-ﬂ/ : \h:,

X1, TU T
| K |

Iwahrscheinlicher Bereichl

Die Bestimmung eines wahrscheinlichen Intervalls [min, Zmax)
m auch méglich, wenn Verteilung unbekannt, multimodal, ...
m Voraussetzung: eine hinreichend kleine Varianz.

TL, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.

aq, oo Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschatzten Bereichs.
P[...] Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses ...

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

I Erwartungswert.

€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

P[X<xL]:a1§ éP[X>3:U]:a2
fx(@)! §/<j\j——;\;
4—-4'/ : \\h:,

L o TU x

Nach der tschebytscheffschen Ungleichung ist die Irrtumswahrschein-
lichkeit o, das der Wert einer Zufallsvariablen mehr als ein Intervallradius
e von seinem Erwartungswert abweicht, nicht gréBer als das Verhéltnis
von Varianz und Intervallradius &:

PIIX —ul2e]< % (3.74)

Intervallradius zur Irrtumswahrscheinlichkeit a; = ap = §:

2
c<y/Z =2 (3.75)

X Zufallsvariable.
€, Wy O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschatzten Bereichs.
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Bereichsschitzung

. . €. €
a1 < N\, « _ : : :
Pl TN e Pl TN
[ — T T T
Ty, w Ty T HL TAV 1229

Wabhrscheinlicher Bereich kunftiger experimenteller Ergebnisse bei
bekanntem Erwartungswert E [X] = px:

stlz] =pF 7= (3.76)

Wahrscheinlicher Bereich des Erwartungswerts bei einer bekannten
Realisierung x av:

st [u] = zav F = (3.77)
ey O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
@ Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.
KL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
st (x) Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.
sr(p) Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fir den Erwartungswert.
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Vergleich mit Intervallradius Normalverteilung

% =1- ‘P(%) .
N
3 9 1

Intervallradius fur Normalverteilung und oy = ay = £:

[

e=0-071(1-9%) (3.56)
Intervallradius Tschebytscheffsche Ungleichung:
e< 75 (3.75)
a 4,55% | 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
T (1-92) 2 3 41205|2,33|257| 2,88 | 3,10
[ ™% | 468 | 620 | [ 5 [7,07] 10 | 158 | 22,4 |
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.

Beispiel 3.15: Tschebytscheffschen Ungleichung

Aus eine Stichprobe gemessener Widerstandswerte in k) soll auf den
moglichen Bereich des Erwartungswertes geschlussfolgert werden. Zu-
gelassene Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.

o = 2%, Wertestichprobe: R; : 10,3, 10,5, 9,7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9,5

a) Ohne Kenntnisse der Verteilung lber die Tschebytscheffsche Un-
gleichung?

b) Unter der Annahme, dass die Widerstandswerte normalverteilt
sind?

e Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auBBerhalb des geschétzten Bereichs.
Widerstandswerte in kS2.
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3. Mischverteilung

3. Bereichs. Tscheb.

o = 2%, Wertestichprobe: R; : 10,3, 10,5, 9,7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9,5
a) Ohne Kenntnisse der Verteilung lber die Tschebytscheffsche Un-

gleichung?

N #
B= %'%iil Vi )
62 = #U£1 2111 (vi — 1)

sr[x]:u:F%

(3.76)

= % (10,3 +...) kQ = 10,025 kQ

7
Bereich des Erwartungswerts:

6472
V2%

sr(R) = 10,025k F

&= \/1 ((10,3 —10,025)% +...) kQ® = 647Q

= [5,3k2, 14,8kQ)]
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3. Mischverteilung 3. Bereichs. Tscheb.
o = 2%, Wertestichprobe: R, : 10,3, 10,5, 9.7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9.5

b) Unter der Annahme, dass die Widerstandswerte normalverteilt
sind?

st(z)=pFo-01(1-9%) (3.57)

a 0,26% [ 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4%
o T(1-2)| 3 [4]205]|2833 257 288

~ — (07 ~
st(R)y=pF o " (1—5) -G
—10,025kQ F 2,33 - 647 Q

= [8,5k, 11,5k0)]

Weniger als halb so breiter Bereich im Vergleich zu [5,3 k{2, 14,8k(}]
aus Aufgabenteil a »ohne Kenntnis der Verteilung«.
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3. Mischverteilung 4. Zusammenfassung

Zusammenfassung
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3. Mischverteilung 4. Zusammenfassung

Misch- und multimodale Verteilungen

3% w1 =20 pe2 =40

fx(@)| 2% 3 :
1%
0

13 = 60

10 20 30 40 50 60 70 —>

Mischung diskreter Verteilungen:

PIX =] =370 by P(X; = ;) (3.70)
Mischung stetiger Vertellungen
fx (@) = B = S h; - fx, (2) (3.71)
Erwartungswert:
E[X]=p=Y0"hj p (3.72)
Varianz:
Var [X] = 0% = 70 hy 02 + 7 hy - 62 (3.73)
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3. Mischverteilung 4. Zusammenfassung

Multimodalitat

3%

fx(w)I 2%
1%

0

p =20 pe2 =40

13 = 60

10 20 30 40 50 60 70 7>

Bei im Verhaltnis zur Standardabweichung grof3en Abweichungen der
Erwartungswerte entsteht Multimodalitat, z.B.:

m Fir die Anzahl der nachweisbaren Fehler bei einem Zufallstest
und groB3en Fehlerteilmengen, die (fast) gleich nachweisbar sind.

m Mischung von Objekten aus unterschiedlichen oder sich
andernden Entstehungsprozessen.

Die Maxima liefern Hinweise auf Verbesserungsmdglichkeiten

m fir Entstehungsprozesse zur Fehlervermeidung,

m fUr die Bewertung erfasster Daten, z.B. Erkennen unerwartete
Abhéangigkeiten zwischen Zahlwerten und Vorlieben von Experten
bei Befragungen,

m far Messverfahren, ...
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3. Mischverteilung 4. Zusammenfassung

Bereichsschédtzung

Bereichsschatzung fir beliebige incl. multimodale Verteilungen:

m tschebytscheffschen Ungleichung:

PIX —pl>e]< % (3.74)

m garantierbarer Intervallradius:
e< 75 (3.75)
m garantierbarer Bereiche fir Realisierungen und Erwartungswerte:
stz =pF % (3.76)
stp] = xav F % (8.77)
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4. Pareto-Verteilung

Pareto-Verteilung
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4. Pareto-Verteilung

Prof

Pareto-Verteilung

Die Pareto-Verteilung
X ~ Par (K, Zmin)
ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Verteilungsfunktion:

< min
Fx(z) = P[X<a] = {° g =T (3.78)
1 — (fwmin) sonst
Dichtefunktion fir z > zyin:
K- zK,
Ix (z) = R (3.79)

Typisch fur Zufallsprozesse, bei denen ein kleiner Teil der Ursachen
fir den Uberwiegenden Teil der Wirkungen verantwortlich ist (Pareto-
Prinzip*).

K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

Tmin > 0  Skalenparameter der Pareto-Verteilung.

* Der italienische Okonom Vilfredo Pareto untersuchte 1906 die Verteilung des Grundbe-
sitzes in Italien und fand heraus, dass ca. 20% der Bevélkerung ca. 80% des Bodens
besitzen. Das ist in den Sprachgebrauch als Pareto-20%-80%-Regel eingegangen.
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4. Pareto-Verteilung 1. Eigenschaften

Eigenschaften
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4. Pareto-Verteilung 1. Eigenschaften

Eigenschaften der Pareto-Verteilung

m Einen Erwartungswert

~ K.zK K- zK, . 1-K 1-K
B = [ S e de= e (Jim et il
hat eine pareto-verteilte Zufallsvariable nur fir K > 1:
K

E[X] = = Lmin * 7> .

X] = 4= Twin - 7oy (3.80)
m Eine Varianz existiert nur fir K > 2:

Var [X] = 0 = @i - K (3.81)

(K-2)(1-K)’

m Fir kleine Exponenten gehért sie zu den endlastigen Verteilungen,
bei denen ein erheblicher Teil der Wahrscheinlichkeitsmasse auf
groBe x entfallt.
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4. Pareto-Verteilung 1. Eigenschaften
Formfaktor fiir die Pareto-20%-80%-Regel

Der Anteil der Ursachen U mit der gréBten Wirkung:

> * K'xfn(in Lmin K
U:/ f(z) -dz= v -dz = <7> (3.82)

Wmin

Wmin Wmin

hat mindestens die Wirkung: win = Zmin - U—%*. Zu erwartende
anteilige Wirkung und zu erwartende Gesamtwirkung:

~ K.zK K T \
E[X|X zwmin] = Wit ZL'K+1 ‘le’: K—1 * Lmin * (wmjn)
* K-z, K
BN =) e de =g g
(Voraussetzung K > 1). Anteilige Gesamtwirkung:
E [X|X > wmin] Lmin K=t K—1
W = = = =UEK 3.83
E [X] Wmin ( )

| U=20% [K=11]K=12]K=115]K=1175|K =1,16|
lw=v= |864% | 765% | 81.1% | 787% | 801%/ |
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4, Pareto—Verteilung 2. Fehlernachweislidnge

Fehlernachweislange
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4. Pareto-Verteilung 2. Fehlernachweislidnge

Verteilung der Fehlernachweisldnge

Die Zufallsvariable X sei die Nachweislédnge eines Fehlers, d.h. die

Anzahl der Service-Leistungen oder die Zeit bis zum Nachweis. Die

Verteilungsfunktion als Wahrscheinlichkeit, Nachweisldnge X nicht

groBer als Testssatzlange N, ist die zu erwartende Fehlerliberdeckung:
Fx (N) = P[X<N] = prc (N)

Bei einem Zufallstest verlangt eine Verringerung des Anteils der nicht
nachweisbaren Fehler um eine Dekade in der Regel eine Erh6hung
der Testsatzlange um mehr als eine Dekade (siehe Abschn. 1.4.5
Zuverldssigkeit nach Fehlerbeseitigung):

1 — ppe (N) = (Nﬂ())*K (1.57)

K 11057033]0,25
- fir 1 — ppc (N) =0,1 | 10 | 100 | 10° | 107

prc (N) Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhangigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fUr die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fur F/C' = 0.
N Anzahl der Tests, fUr die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.
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4. Pareto-Verteilung 2. Fehlernachweislidnge

Daraus resultiert, dass die Nachweislange X bei Abnahme des Anteils
der nicht nachweisbaren Fehler nach Gl. 1.57 pareto-verteilt ist mit N,
als Skalenparameter und K als Formfaktor:

X ~ Par (K, No)
Fx (N) = prc (N) =1 — (X2)™  fir N > N, (3.84)

Wegen K < 1 hat die Nachweislange keinen Erwartungswert. Beim
Betrieb von IT-System mit pareto-verteilter Nachweisldnge und
Beseitigung aller erkennbaren Fehler sind auch nach sehr langer
Nutzungsdauer weitere Fehler nicht ausschlieBbar.

Es folgt ein Experiment zu Untersuchung, wie gut eine
Pareto-Verteilung die Verteilung der Nachweislange von Fehlern in
IT-Systemen annahert.

Fx(N) Verteilungfunktion der Nachweislénge.

prc (N) Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhangigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fur die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fir FFC' = 0.
N Anzahl der Tests, fur die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ng.

K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
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4, Pareto—Verteilung 2. Fehlernachweislidnge

Fiir das Haftfehlerexperiment

N =430

N = 250

N 0 200 400

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark c3540). 3606 simulier-
te, unterschiedlich nachweisbare Haftfehler. Zu erwartende Anzahl der
nicht nachweisbaren Fehler:

p(N) = 3606 - (1 — prc (N))
w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.

k Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler.
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4, Pareto-Verteilung 2. Fehlernachweislidnge

Pareto-Naherung

<

500

1 S~ - eingezeichnete Approximationen:
200 - N — - p(N) =550 ()0
_ S _ N 1 —0,66
100 o m N =17 ()
w120 ~
20 A h S
5 3
3 1
I T T T 1T III T T T TTT III T T T TTT III
102 103 10t Ty 10°

Formfaktor K = 0,88 nahert den Bereich N € [10?,10*] und K = 0,66
den Bereich bis N € [10%,10°] besser an. Aber Achtung, fiir N > 10*
sind die Zahlwerte sehr klein und der Schétzfehler fir den
Erwartungswert p (V) und damit auch fir den Formfaktor K grof3.

w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.
K>0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.
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4. Pareto-Verteilung 3. Schaden durch MF

Schaden durch MF
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4. Pareto-Verteilung 3. Schaden durch MF

Schaden durch Fehlfunktionen

Die méglichen Schaden durch Fehlfunktionen von IT-Systemen sind
vom Einsatz abhangig und reichen von »unerheblich« tber sehr hoch
(Verlust groBer Datenmengen) bis zu unbezahlbaren Katastrophen
(Krieg mit Atomwaffen (siehe Folie 1.12 Der Preis fehlender
Verldsslichkeit).

Anschaulich gilt das Pareto-Prinzip, dass ein kleiner Teil der MF den
Uberwiegenden Teil des Schadens verursacht.

Mangels verfligbaren Schadensstatistik fur IT-Fehlfunktionen

betrachten wir die Verteilung von Haftpflichtschéaden einer
Autoversicherung.
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4. Pareto-Verteilung 3. Schaden durch MF

Verteilung von Haftpflichtschdden

Haftpflichtschaden Uber 100.000 SF einer Schweizer

Autoversicherung*:
103.765, 109.168, 112.341, 113.800, 114.791,
115.731, 118.264, 123.464, 127.611, 133.504,
142.821, 152.270, 163.491, 164.968, 168.915,
169.346, 172.668, 191.954, 193.102, 208.522,
209.070, 219.111, 243.910, 280.302, 313.898,
330.461, 418.074, 516.218, 595.310, 742.198,
791.874, 822.787, 1.074.499

m Anzahl der Schadensfélle: 33
m Gesamtschadenssumme: 9.458.208 SF

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.

* Aus Kluppelberg, C. and Villasenor, J. A. (1993) Estimation of distribution tails — A se-
miparametric approach, Bl. Dtsch. Ges. Versicherungsmath. 21, No.2, 213-235..
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4. Pareto-Verteilung 3. Schaden durch MF

Anndherung durch eine Pareto-Verteilung

Schadensfille H(S

1 i i

2 3 4
Mindestschaden d in 100.000 SF

Pareto-Verteilung der Schadenshéhe ab d,,;;, = 10.000 SF::
-K —1,2
FX(d)zlP’[ng]zl—(d> :1—(d>

min W

H(X >d) Anzahl der Schadensfélle mit einem Schadenskosten gréBer d.

d Schadenskosten in Schweizer Franken.
dmin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.
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4. Pareto-Verteilung 3. Schaden durch MF

Erwartungswert (Gl. 3.80):
dmin . K - 172 .
K—1 12-1

Eine Pareto-Verteilung hat erst fir K > 2 eine Varianz. Alle im Kapitel
behandelten Bereichsschatzungen incl. tber die Tschebytscheffsche-
Ungleichung nicht anendbar. Abschatzung, wie viel Geld ein Versiche-
rungsunternehmen als Ricklage haben muss, um jeden Schaden er-
statten zu kénnen, schwierig. Vermutlich haben Versicherungen deshalb
eine max. Deckungssumme.

dmin = 600.000 SF

fta =

Der Autor geht davon aus, dass kiinftig Schaden durch IT z.B. in
autonomen Fahrzeugen &hnlich wie heute Haftpflichschaden durch
Personen versichert werden.

d Zu erwartende Schadenskosten in Schweizer Franken.

dmin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.
K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.
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Zusammenfassung
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4. Pareto-Verteilung 4. Zusammenfassung

Verteilungsfunktion und Dichte der Pareto-Verteilung:

0 X S Tmin
Fx(z) =P[X<a] = K (3.78)
1 — (Zzin)™  sonst
.mK,
fx (x) = I;K.Ti“ (3.79)
Erwartungswert fir k£ > 1:
E[X] = pt = Tmin - o7 (3.80)

Varianz fur k£ > 2:

Var [X] = 0'2 = xfnin . W (381)

Die Pareto-20-80-Regel beschreibt den Sonderfall K = 1,16.

Fur Uberschlage kann die Fehlernachweislange als pareto-verteilt mit
0 < K < 1 betrachtet werden. Kein Erwartungswert:

Fx (N) = pre (N) =1— (3)" fir N > N (3.84)
Die Beispielsschadenszahlen lieBen sich durch eine Pareto-Verteilung
mit KX = 1,2 annahern, d.h. Erwartungswert ja, Varianz nein.
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Gamma- und Exp—Vert.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 1. Eigenschaften

Eigenschaften
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5. Gamma- und Exp—Vert. 1. Eigenschaften

Gamma-Verteilung

G(a, B) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem
rechtsseitig unendlichen Intervall [0, oo) z.B. zur Modellierung
m von Bedien- und Reparaturzeiten (Warteschlangentheorie),
m kleiner und mittlerer Schaden (Versicherungsmathematik),
m der MF-Raten von Fehlern in IT-Systemen.

Dichte: go

= e P gl fiirae >0 3.85

X (§ x ur r .
Gamma-Funktion:
o0
I'(a) = / e 7 27 dz (3.86)
0

G(e, B) Gamma-Verteilung, o — Formparameter, 3 — Skalenparameter.
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

(.. Gamma-Funktion.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 1. Eigenschaften

Gammafunktion

Fir 0 < a < 1 betragt die Gammafunktion

«

I‘(a):/o e 7 22 dy e L

| « |01 ]02]03[]04]05]06]07]08] 09 |
| T(a) | 9,561 | 4,59 299 [222]1,77 | 1,49 | 1,30 | 1,16 | 1,07 |
Fur o > 1 gilt:

Fa+l)=a -T'(x) (3.87)

r(..) Gamma-Funktion.
@ Formparameter der Gamma-Verteilung.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 1. Eigenschaften

Eigenschaften der Gamma-Verteilung

Erwartungswert:

E[X]=p= (3.88)

o
B
2 [

E
Die Summe gamma-verteilter Zufallsvariablen mit gleichem
Skalenparameter X; ~ G (ay, 8) und X ~ G (a, B) ist wieder
gamma-verteilt:

Varianz:

Var [X] =0 (3.89)

X1+Xo~G (051 + ao, ﬁ) (390)

G(a, B) Gamma-Verteilung, o — Formparameter, 3 — Skalenparameter.
E [X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
Var [X] Varianze der Zufallsvariablen X.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 1. Eigenschaften

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung Exp(\) = G (1, \) ist eine Gamma-Verteilung
mit Formparameter « = 1 und Skalenparameter 5 = X\ . Dichte:

_ Bz a—1 ﬁa . > . _ _
fx(x)=e z () firz >0mita=1und 8= A

=X-e M firz>0 (3.91)

A — Anzahl der zu erwartenden Ereignisse pro Zeitintervall.
Verteilungsfunktion:

Fx (z) = P(X<z) = / f(z)-dz=1—-e™" fiirz>0 (3.92)
0
Erwartungswert: 1
EX]|=p= Y (3.93)
Varianz:
Var[X]:UQZ% = o=u (3.94)
Exp(A) Exponentialverteilung, A — Verteilungsparameter.
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MF-Rate
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. MF-Rate
Korrektur Dichte MF-Rate etc. ab Folie 1.145

Die Nachweislange als Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler mit N
Tests nachgewiesen wird, ist gleich der zu erwartenden
Fehleriiberdeckung und in Anlehnung an Gl. 1.57 pareto-verteilt:

Fx (N) = prc (N) = 1 - (]QV)K

Auf Foliensatz 1, Folie 1.145 hatten wir unter der vereinfachten
Annahme, dass ein Zufallstest alle Fehler mit MF-Rate ¢ > 1
nachweist, daraus als Dichte fir die MF-Rate abgeleitet:
Dichtefunktion der MF-Rate

CNK . rK-1 < 1
h(C,N):{K NT-¢ 0<¢<y (1.59)
0 sonst
prc (N) Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhangigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fur die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fur F'C' = 0.
N Anzahl der Tests, fur die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.
K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. ME-Rate

Prof

Korrektur py und Dichte MF-Rate
Ausgehend von der Beseitigungswahrscheinlichkeit fir einen Fehler
mit MF-Rate ¢;

pi(N)=1—e < (2.9)

betragt die Nichtbeseitigungswahrscheinlichkeit bei Fortsetzung der
Fehlerbeseitigungsiteration mit N — N, Tests:

pr (¢, N) = e~ ¢ (N=No)
Mit
ue (N) = - Jy pe (GN) - R () - ¢ (155)
e (V) = () (1.57)
muss Dichte der MF-Rate % (¢) ...

pr (¢, N)  Wahrscheinlichkeit, dass Fehler mit MF-Rate ¢ nach N Tests noch vorhanden sind.

¢ Fehlerfunktionsrate eines einzelnen Fehlers.

No Testanzabhl, fur die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fur F'C' = 0.

N Anzahl der Tests, fur die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. N.

ur (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. ME-Rate

... muss Dichte der MF-Rate folgendes Integral erflllen:

1
prc (V) = 1= [ e €W () - dg
0
Mit einer pareto-verteilten Nachweislange, d.h. FC nach
—K
1 — ppc (N) = (Nﬂo) (1.57)

K
(%) =/ LN Q) g
0 0

ist die Losung fir N > 1 eine Gamma-verteile Dichtefunktion:

h(¢) = N (R em o (3.95)
I'(K) '
mit Formfaktor K und Skalenparameter Ny. Der Skalenparameter ist
dabei die Anzahl der Tests, fur die alle erkannten Fehler beseitigt sind,
vor dem Test Ny und nach dem Test V.

ur (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.
prc (N) Zu erwartende Fehlerliberdeckung in Abhangigkeit von der Testanzahl.

No Testanzahl, fUr die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fur F'C' = 0.

N Anzahl der Tests, fUr die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.

K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. MF-Rate

Beweis durch Nachrechnen

7 N
Z|=
N———
|
=
-
==
7=
S—
[¢)
|
A
=
z
A
=
|
l¢)
|
=z
~
Q.
TN

. H _ oz _ dz
Substitution ¢ = %, d( = §
-kt L (2) 1o dz
LK) Jo ¥ N
N
= L-NfK-/ K ePidz=NTK
I'(K) 0
I'(K) fir N>1
I (K) Gamma-Funktion: T' (K) = [ e™* - 271 . dz.
K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
Ny Testanzahl, fur die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fir FFC' = 0.
N Anzahl der Tests, fir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. No.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. ME-Rate

Zu erwartende Fehleranzahl und MF-Rate

Mittlere MF-Rate je Fehler ist der Erwartungswert der gamma-verteilten
MEF-Rate, also Formfaktor K durch Skalenparameter V:

() =&

Eingesetzt in B
Cr (V) = pr (N) - C(N) (1.54)
ergibt sich fiir Gl. 1.60 die korrigierte Version ohne (K + 1):
Gr (N) = 18 (1.60)
In Gl. 1.61 hatte sich der Term (K + 1) ohnehin herausgekiirzt:

pr (N2) = pr (N1) - (%)71{ (1.58)

Co(No)- AT Ny _ G (Ny)-LEATT N, | (&)*K
K K

Ny

)7(”1) (1.61)

G (N2) = G (V1) - (32

¢(N) Mittlere Fehlfunktionsrate je Fehler als Funktion der Testanzahl V.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. MF-Rate
Beispiel 3.16: Fehleranzahl und MF-Rate

Die MF-Rate eines Systems betragt nach der effektiven Testlange
Ny = 10° Tests ¢ (V1) = 10~ [BE]. Gamma-verteilte MF-Raten mit
den Formfaktoren K € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}.

a) Wie groB3 ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler
ur fur Testldnge N17?

b) Wie groB3 ist ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Feh-
ler fiir die zehnfache effektive Testldnge N, = 10°?

c) Wie groB3 sind ist die MF-Rate fiir die zehnfache effektive Testldnge

Ny =106?
Ny, No Testanzahl mit bekannter / gesuchter Fehlfunktionsrate oder Fehleranzahl.
¢r (N) Fehlfunktionsrate durch Fehler in Abh&ngigkeit von der Testanzahl.
[B—;} Zahlwertverhaltnis in Fehlfunktionen je erbrachte Service-Leistung.
K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
ur (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. ME-Rate

Die MF-Rate eines Systems betragt nach der effektiven Testldnge
Ny = 10° Tests (p (V1) = 10~ [BE]. Gamma-verteilte MF-Raten mit
den Formfaktoren K € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}.

a) Wie groB3 ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler
ug far Testldnge N, ?

(p (N) = QK (1.60)

e (V1) = Gr (N1) - 5 = 100 20 = 2

[ K [03]04][05] 06 ] 07 |
[1r (10°) [ 33,3 ] 25 | 20 | 16,7 | 14,3 |

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 173/203



5. Gamma- und Exp—Vert.

Die MF-Rate eines Systems betragt nach der effektiven Testlange

Ny =10° Tests ¢p (V1) =10~ [E
den Formfaktoren K € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}.

2. ME-Rate

]. Gamma-verteilte MF-Raten mit

b) Wie groB ist ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Feh-
ler fiir die zehnfache effektive Testldnge N, = 1062

e (N2) = e (N1) - (42)

(1.58)

108

pr (10%) = pr (10%) - (W

7

10

—.107"%

K

[ K [03[04[05]06] 07|
ue (10°) [ 333 [ 25 [ 20 [ 16,7 [ 14,3
pe (105 [ 167 (99|63 42 | 29
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5. Gamma- und Exp—Vert. 2. ME-Rate

Die MF-Rate eines Systems betragt nach der effektiven Testlange
Ny = 10° Tests (p (V1) = 10~* [BE]. Gamma-verteilte MF-Raten mit
den Formfaktoren K € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}.

c) Wie groB3 sind ist die MF-Rate fiir die zehnfache effektive Testldnge
Ny, =108?

)7(K+1)

Cr (N2) = Cp (N1) - (% (1.61)

106 ~ KD
Cr (10°) = ¢r (10%) (ﬁ> =10"*. 107 K+D

[ K | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 |
| e (10°) [5,0-1075]4,0-10°5[3,2-1075[2,5- 1075 2,0- 10~

Die Vorhersagewerte liegen deutlich ndher beieinander als bei der zu
erwartenden Fehleranzahl.
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Ausfalle
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6. Ausfille
Ausfille

Hardware und Mechanik unterliegt einem Verschleil3, der zu Ausfallen
fihren kann. Bei einem Ausfall entsteht ein Fehler, der oft mehr
Fehlfunktionen (MF) als alle vom Test nicht erkannten Fehler
zusammen oder ein komplettes Versagen (NS) verursacht.

KenngréBen:
= Lebensdauer, Uberlebenswahrscheinlichkeit,
m Ausfallrate, ...
MaBnahmen zum Umgang mit Ausféllen:
m Voralterung,
m Wartung,
m Redundanz (kalte oder hei3e Reserve).

In Software entstehen wahrend des Betriebs keine neuen Fehler, ausge-
nommen geplante Obsoleszenz (Programm-Features zur Vortduschung
von Ausfallen) und Fehler, die bei Beseitigungsversuchen anderer Feh-
ler entstehen.

MF Fehlfunktion.
NS Keine Service-Leistung.

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 175/203



6. Ausfalle

Verschleifs elektronischer Bauteile
Langsam ablaufende physikalische Vorgange:

m Korrosion (Stecker, Schalter, Isolationen,
Leiterbahnen, ...).

m Elektromigation: strombedingte
Wanderung von Metalatomen bei hohen
Stromdichten.

m Parameterdrift: Widerstandswerte,
Kapazitaten, Schwellspannungen etc.

m Gateoxiddurchschlag: Hochschaukelnde Tunnelstréme,
Ladungseinlagerung bis zum lokalen Schmelzen des Oxids.
Bildung von Kurzschlussen. Phdnomen: Zunahme des
Stromverbrauchs Gber Monate bis zum Ausfall.
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6. Ausfalle 1. Kenngrofien

Kenngrdf3en
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6. Ausfille 1. Kenngrofien

Kenngrofien des Ausfallverhaltens

m Lebensdauer L: Zeit vom Beanspruchungsbeginn bis zum Ausfall.
Verteilungsfunktion:
Fr(t) =P[L <t
» Uberlebenswahrscheinlichkeit:
VE#)=P[L>t|=1-F(t)

m Ausfallrate \: Relative Abnahme der
Uberlebenswahrscheinlichkeit mit der Zeit:
1 dV(¢)

A= @

m Mittlere Lebensdauer:
pur, = / V(t)-dt
0

L Lebensdauer, Zufallsvariable.

V (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
A(t) Ausfallrate als Funktion der Zeit.

UL Zu erwartende Lebensdauer.
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6. Ausfille 1. Kenngroflen

Ausfallphasen
Friih- Zufalls-  Ermiidungs-
ausfalle ausfille ausfille
A(t)

10 102 10® 10* 10° 10 107

e

t

m Frihausfalle (infant mortalities): Erhéhte Ausfallrate durch
Schwachstellen (Materialrisse, lokal stark Gberhéhte Feldstarke
oder Stromdichte, ...).

m Zufallsausfalle: Naherungsweise konstante Ausfallrate.

m Ermldungsausfalle: Anstieg der Ausfallrate: Materialermldung, ...

A (1) Ausfallrate als Funktion der Zeit.
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6. Ausfille 1. Kenngroflen

Zufallsausfille
In der Hauptnutzungsphase ist die Ausfallrate konstant:
__ L AV
A(t) = 20) e A = konst.
Uberlebenswahrscheinlichkeit und Verteilung der Lebensdauer*:
Vt)=e" (3.96)
Frt)=1-¢"" (3.97)
(Exponentialverteilung vergl. Gl. 3.92). Mittlere Lebensdauer (Gl. 3.93):
= / Vvt (3.98)

MaBeinheit der Ausfallrate: fit (failure in t|me)
1fit = 1 Ausfall in 10° Stunden

V (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
fit Failure In Time, Anzahl der Ausfalle in 10° Stunden.
. d(e= N1

Kontrolle: X (t) = —ﬁ . % =\

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024  180/203



6. Ausfille 1. Kenngrofien

System aus mehreren Komponenten

Ein System aus mehreren notwendigen Komponenten GUberlebt,
solange alle Komponenten Uberleben:

#C
vy =[Ivo,
=1
Mit einer konstanten Ausfallrate \; fir alle Komponenten (Gl. 3.97):
#C
V) =[[e = ()
i=1

ist die Gesamtausfallrate die Summe der Ausfallraten aller

Komponenten:
#C
Asys = DA (3.99)
i=1
V (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
#C Anzahl der fir das Funktionieren erforderlichen Bausteine.
Asys Ausfallrate des Systems.
i Ausfallrate Komponente i.
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6. Ausfalle

1. Kenngrofien

Ausfallraten in der Hauptnutzungsphase nach

[KRG96]
Bauteil Ausfallrate in Bauteil Ausfallrate in
fit fit
diskrete SC 1 bis 100 Widerstande 1 bis 20
digitale IC 50 bis 200 Kondensatoren 1 bis 20
ROM 100 bis 300 Steckverbinder 1 bis 100
RAM bis 500 Lotstellen 0,1 bis 1
analoge IC 20 bis 300

m Ausfallrate = Ausfallanzahl / Bauteilanzahl

m Bei mehreren Bauteilen und konstanten Ausfallraten addieren sich
die Ausfallraten.

SC Halbleiterbauteile (Semiconductor components).
IC Integrierte Schaltkreise (Integrated circuits).
[KRG96] Karger, R.: Diagnose von Computern, Teubner 1996, S. 68.
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6. Ausfalle 1. Kenngroflen

Ausfallrate einer Baugruppe

| Bauteiltypi [ Anzahl #C; | Ausfallrate \; | #C; - \; |
Schaltkreise 20 150 fit 3000 fit
diskrete BT 15 30 fit 450 fit
Kondensatoren 15 10 fit 250 fit
Widerstéande 30 10 fit 300 fit
Lotstellen 2000 0,5 fit 1000 fit

| Baugruppe | \ | 5000 it |

= Im Mittel 1 Ausfall in 2 - 10° Stunden (~23 Jahre) Betriebsdauer.

m Von den heutigen PCs, Handys, ... fallen pro Jahr und hundert
Stiick nur wenige aus.

m Nach 2 ... 5 Jahren erste Ermidungsausfalle, z.B. durch
Austrocknung von Elektrolytkondensatoren.
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6. Ausfalle 2. Voralterung

Voralterung
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6. Ausfille 2. Voralterung

Fruh aus f aue Friih- Zufalls-  Ermiidungs-

ausfille ausfille ausfalle
A(t)

m Auf 100 richtige Fehler kommt ‘ ‘ ‘
etwa ein Beinahefehler, derzu 10 10> 10° 10* 10> 105 107
einem Frihausfall fihrt [BS03]. t

m Bei 50% fehlerfreien und 50% aussortierten Schaltkreisen
50%/100 = 0,5% Beinahefehler.

m Die Halfte wird mit dem Ausschuss aussortiert.

m =~ 0,25% (jeder 400ste) Schaltkreis verursacht einen Frihausfall.
m Bei 20 Schaltkreisen pro Gerat jedes zwanzigste Gerat.
m Bei gro3en Systemen fast jedes System.

m Frihausfalle sind Garantiefélle und verursachen Kosten flr
Reparatur, Ersatz, Auftragsabwicklung, ... Was tun?

= Voralterung
(Problem existiert auch bei Mechanik.)

A(t) Ausfallrate als Funktion der Zeit.
[BS03] Singh, A. D.: Relating Yield Models to Burn-In Fall-Out in Time. ITC, 12/2003, S.77-84.
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6. Ausfille 2. Voralterung

Voralterung (Burn-In)

10~4

erhohte Ausfallrate
/Wiihrend der Voralterung

ohne Voralterung

verringerte Ausfallrate
nach der Voralterung

10~ 10! 103 _ 107
Hm t in Stunden

Beschleunigung der Alterung vor dem Einsatz durch »harte
Umgebungsbedingungen«:

m (berhdhte Spannung,

m Uberhdhte Temperatur,

m Stress (Burn-In).
Einsatz erst nach der Frihausfallphase, wenn die krénklichen Bauteile
»gestorben« und ausgetauscht sind.
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6. Ausfalle 3. Reserveeinheiten

Reserveeinheiten
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Reserveeinheiten

Reserve- oder redundante Einheiten sind Komponenten,

m die fir Aufrechterhaltung der Funktion nicht unbedingt erforderlich
sind und

m nach einem Ausfall die Funktion der ausgefallenen Komponenten
dbernehmen.

Reserveeinheiten sind erforderlich fir

m Systeme ohne Reparaturmdglichkeit, die lange verfligbar sein
mussen (z.B. Satelliten),

m hoher Verfligbarkeit (z.B. Serverdienste) zur Uberbriickung von
Ausfallzeiten der Hauptkomponenten.
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Ausfallplan mit Reserveeinheiten

Im Ausfallplan werden notwendige Komponenten fir die Verflgbarkeit
des Services als Reihenschaltung und Reserveeinheiten
(Redundanzen) als Parallelschaltung dargestellt*.

Eine Flurbeleuchtung sei verfligbar, wenn mindestens eine von drei
Lampen und die Spannungsversorgung funktioniert:

Lampe 0 (Vo) +— Spannungsversorgung (Vpg)

Lampe 1 (Veorr) eine notwendige und
zwei Reservelampen

Lampe 2 (VCLL)

Veo(t) = (1 -(1- VL(t))3) - Ves(t)a

Ve (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit der Flurbeleuchtung.
Verr (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit einer einzelnen Flurbeleuchtungslampe.
Ves (1) Uberlebenswahrscheinlichkeit der Spannungsversorgung.

Abgeleitet von Gliihlampen. Reihenschaltung fallt mit der ersten Glihlampe aus, bei
Parallelschaltung Komplettausfall der Beleuchtung erst mit der letzte Glihlampe.
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Kalte, warme und heifse Reserve

m HeiBe Reserve: Reservekomponenten arbeiten parallel (z.B.
Mehrversionssystem) und fallen mit derselben Wahrscheinlichkeit
wie das aktive System aus.

m Kalte Reserve: Reservekomponenten werden geschont und
funktionieren idealerweise noch alle zum Ausfallzeitpunkt der
aktiven Komponente.

m Warme Reserve: Reserveeinheiten (z.B. das Reserverad im Auto)
altern auch bei Nichtnutzung, nur langsamer.

Die beiden zuséatzlichen Lampen auf der Folie zuvor, die fiir die
Verflgbarkeit der Treppenbeleuchtung nicht unbedingt funktionieren
mussen, bilden eine heil3e Reserve, Ersatzlampen, die erst nach
Ausfall der »Hauptlampe« eingeschraubt werden, eine kalte Reserve,
ein Ersatzrad im Auto eine warme Reserve, weil der Gummi auch ohne
Beanspruchung altert.
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Zu erwartende Lebensdauer bei kalte Reserve

Fir jede Komponente beginnt die Belastung erst nach Ausfall der
vorherigen Komponente.

Ausfall O
| Phase | mittlere Lebensdauer | Ry
1 HL.0
2 HL.1
3 HL.2

Die zu erwartenden Lebensdauern aller Komponenten addieren sich*:

T
UL.Sys = Z/‘LL/L' (3.100)
i=0
HL.Sys Zu erwartende Lebensdauer des Systems.
r Anzahl der Reserveeinheiten.
ML Zu erwartende Lebensdauer Komponente .

Annahme, dass Umschalter und ungenutzten Reserveeinheiten Ausfallrate null haben.
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Zu erwartende Lebensdauer bei heife Reserve

Alle noch lebenden Komponenten kénnen
gleichermafen ausfallen: Ausfal

_
SN
Komponenten mittlerer Lebensdauer up,; = pup x:

ML.i =

| Phase | mittlere Lebensdauer |

1 prx/ (r+1)
2 ML.K/T

Zu erwartende Gesamtlebensdauer als Summe der zu erwartenden
Lebensdauern aller Phasen:

kA
HLSys = LK Y 77 (3.101)
=0
HL.Sys Zu erwartende Lebensdauer des Systems.
LL.K Zu erwartende Lebensdauer der einzelnen Komponenten.
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6. Ausfille 3. Reserveeinheiten

Zu erwartende Lebensdauer warme Reserve

Erhéhung der mittleren

heife i sve | Lebensdauer
Reserve HL.K
kalte Reserve 8
kalte
6 Reserve
warme
4 Reserve
2 heifie
0 Reserve

01'2:%4'5677

m Die Ausfallrate der »kalten« Ersatzkomponenten ist kleiner als im
aktiven Zustand, aber gréBer null.

m »Warme« Reserveeinheiten verlangert die Lebensdauer mehr als
»heiBe« und weniger als »kalte«.
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6. Ausfalle 4. Wartung

Wartung
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6. Ausfille 4. Wartung

Wartung

Wartung:

m Test und die Beseitigung aller erkennbaren Fehler, die seit der
letzten Wartung entstanden sind.

m Ergénzen und Ersatz von Betriebsstoffen und Verbrauchsmitteln
(Getriebe Schmierstoffe, Drucker Papier und Toner).

m PlanmaBiger Austausch von Verschlei3teilen vor der
Ermidungsphase, in der die Ausfallrate stark zunimmt (in PCs die
Batterien fir den BIOS-RAM, in Servern die Festplatten).

Wartungsintervall 7: Zeit zwischen den Wartungen, z.B. TUV fir KFZ
7 = 2Jahre.

T Wartungsintervall.
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6. Ausfille 4. Wartung

Prof

Reparatur bei der ndchsten Wartung

ONIRS

_ AT
Apy=1- 24+

1-X-7

Verfiigbarkeit als mittlere Uberlebenswahrscheinlichkeit, wenn beim
Wartungstest alle Ausfélle beseitigt werden fir A - 7 <« 1:

T T AT AT
ARM:l’/ V(t)'del-/ ef)"t-dT:L
0 T Jo AT

T
mit ) A7)
e AT =1 )\ T+ u
2
AT AT

Arv =1-"—; PFDruv=1-Aru =" (3.102)
V (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
ArM Verfugbarkeit als mittlere Uberlebenswahrsch. wenn Reparatur bei nachster Wartung.
T Wartungsintervall.
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6. Ausfille 4. Wartung

Prof

Sofortreparatur Reparatur bei der nachstenWartung
1 +===7 ~¥ PFDR
V()4 ~\- MTTR
0
A' MTTR

Wenn erkannte Ausfélle sofort beseitigt werden, ist die PF'D der Anteil
der Reparaturzeit an der mittleren Zeit zwischen zwei Ausfallen:

PFDir = grpremrm = A MTTR  fir \- MTTR < 1 (3.103)
Wabhrscheinlichkeit der Nichtverflgbarkeit insgesamt:
PFD =mgr - PFDw + (1 — mr) - PFDrM

=nmr-A-MTTR+ (1 —nR) - % (3.104)
NIR Anteil der Ausfalle, die durch Sofortreparatur beseitigt werden.
PFDir Wabhrscheinlichkeit der Nichtverfligbarkeit bei Sofortreparatur.
PFDgrwm Wahrscheinlichkeit Nichtverflgbarkeit, wenn Reparatur bei nachster Wartung.
MTTR Mittlere Reparaturzeit (Mean time to repair).
PFD Wahrscheinlichkeit der Nichtverfligbarkeit bei Anforderung.
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6. Ausfille 4. Wartung

Beispiel 3.17: PFD

Ausfallrate 10~ h~!, Anteil der Ausfélle, die sofort beseitigt werden
75%. Wartungsintervall 2 - 10® h, mittlere Reparaturzeit 4 h.

A=10"5h"1, nr = 75%, 7 =2-10>h, MTTR = 4h.

Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit PF D der Nichtverfigbarkeit durch
Ausfall?

A Ausfallrate (Failure rate).

MR Anteil der Ausfélle, die durch Sofortreparatur beseitigt werden.
T Wartungsintervall.

MTTR Mittlere Reparaturzeit (Mean time to repair).

PFD Wahrscheinlichkeit der Nichtverfligbarkeit bei Anforderung.
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6. Ausfalle

A=10"%h"1, nr =75%, 71 =2-10°h, MTTR = 4h.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit PF D der Nichtverfiigbarkeit durch
Ausfall?

4. Wartung

PFD =mg - A- MTTR+ (1 —mR) - 27 (3.105)

. . 3
PFD=10"°h"'.]0,75-4h+ 0.25-2-107h | _ 2,53-107*
—— 2
, —_—
3h 500 h

Zur Verringerung der PF D bieten sich an:
m Verkirzung des Wartungsintervalls — oder

m die Erhdhung des Anteils nir der sofort erkannten Ausfalle durch
bessere Uberwachung und Einschalttests.

Die mittlere Reparaturzeit hat wenig Einfluss und durfte sogar gréBer sein,
ohne dass sich die PF' D dadurch wesentlich erhéht.
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6. Ausfille 4. Wartung

Zuverldssigkeitsverlust durch Ausfille
FM FFMTF FM MF
AT N N N : —_— N

T T T ——
T 21 37 47 ¢t
MF-Rate nicht erkennbarer Fehler durch Ausfélle
M Wartung (maintenance) + Fehlerbeseitigung
F Ausfall (failure)

Fehler durch Ausfélle mit kleinem (a
m beeintrachtigen statt der Verfligbarkeit die Zuverlassigkeit und
m werden von Wartungs- und Einschalttests nur mit 7'C' < 1 erkannt.

Auch bei regelméaBiger Wartung nimmt die MF-Rate mit der
Nutzungsdauer zu und die Zuverlassigkeit ab. J

Ca Fehlfunktionsrate der Fehler durch Ausfélle.
T Wartungsintervall.
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6. Ausfille 4. Wartung

Minderung der Zuverldssigkeitsabnahme
FM FFMTF FM MF
AT . : : (- :

T T T ——
T 21 37 47 ¢t
MF-Rate nicht erkennbarer Fehler durch Ausfélle
M Wartung (maintenance) + Fehlerbeseitigung
F Ausfall (failure)

m Prophylaktischer Tausch von Hardware, wenn ein
Zuverlassigkeitsverlust wahrgenommen wird.

m Grindlicher Wartungstest.

m Ersatz Gesamtsystem, bevor sich durch Ausfalle verursachte
Fehler haufen.

Ca Fehlfunktionsrate der Fehler durch Ausfélle.
T Wartungsintervall.
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6. Ausfalle 5. Zusammenfassung

Zusammenfassung

Prof. G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU Clausthal (TV_F3) 16. Januar 2024 201/203



6. Ausfalle 5. Zusammenfassung

Ausfallverhalten von Hardware und Mechanik

Die Ausfallrate hat typisch eine Badewannenkurve:
m Nutzungsbeginn: Erhéhte Ausfallrate durch Frihausfalle.
m Nach den Frihausfallen ndherungsweise konstante Ausfallrate.
m Nach langer Nutzungsdauer Anstieg der Ausfallrate durch
Materialermidung.

gufallsausféille haben konstante Ausfallrate, exponentiell abnehmende
Uberlebenswahrscheinlichkeit und exponentialverteilte Lebensdauer:

V(t)=e M (3.97)
FL(t)=1—e M (3.98)

Erwartungswert der Lebensdauer:
pL = 5 (3.99)
Fir Systeme aus mehreren Komponenten Summation der Ausfallraten:
Asys = 70N (3.100)

Erhéhten Ausfallraten durch Frihausfélle werden durch Voralterung
und Materialermtdung durch rechtzeitigen Ersatz umgangen.
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6. Ausfalle 5. Zusammenfassung

Reserveeinheiten und Wartung

Bei kalter Reserve addieren sich die Lebensdauern und ihre
Erwartungswerte:

[T Sys = D i—g ML (3.101)

Bei heiBer Reserve vergréBert die erste Reserveeinheit die zu
erwartende Lebensdauer um 50%, die zweite um ein Drittel etc.:

[IL.Sys = HLK Dim0 74T (3.102)
RegelmaBige Wartung und Fehlerbeseitigung nur zu den
Wartungszeitpunkten:

PFDgy = 27 (3.103a)

Wenn zusatzlich zur regelmaBigen Wartung erkannte Fehler durch
Ausfalle sofort beseitigt werden:

PFD =mg - A- MTTR+ (1 —mg) - 27 (3.105)

Fehler durch Ausfalle, die von den Wartungstests nicht erkannt
werden, veringern die Zuverlassigkeit mit der Nutzungsdauer.
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